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RESUMO

Sendo nos dias actuais uma importante fonte de informacéo para definicdo de politicas
publicas e investimentos entre as nagdes, compete ao indice de desenvolvimento
humano (IDH) ndo apenas representar a actual conjuntura econémico-social de um pais,
mas também considerar os esforcos empregues na busca de melhores resultados. Em
conformidade a isso, 0 presente artigo tem como objectivo, apresentar os fundamentos
Matematicos- estatisticos que estdo na base do desenho e célculo do IDH, isto €&, a
formulacdo analitica, a combinacdo matematica dos indicadores e a férmula final
empregue para congregar e calcular o indice como uma métrica sélida para medir o
indice de desenvolvimento humano. Como um novo elemento, o conhecimento dos
fundamentos matematicos do IDH, pode produzir uma melhor visao deste tdo importante
indicador social do bem-estar humano, apesar das criticas de diversos especialistas,
o IDH é muito usado para avaliacdo e comparacgdo entre paises ao ponto de permitir
uma adaptacdo e contextualizacdo na mensuracdo de desenvolvimento humano entre
distintas localidades geogréaficas de um mesmo territério, consequentemente, novos
meios de se alcancar um desenvolvimento social, econ6mico e reduzir as assimetrias
regionais, o que causa uma mudanca consideravel no fenédmeno sobre éxodo rural que

€ caracteristico nos paises em via de desenvolvimento.
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1. INTRODUCAO

Nos principios da década de 90 foi lancado pela Organizacdo das Nac¢Bes Unidas
(ONU), o indice de Desenvolvimento Humano (IDH), que se propds em verificar o nivel
de desenvolvimento de um pais utilizando-se indicadores de desempenho. O IDH,
assim, passou a ser o mais conhecido calculo do desenvolvimento humano (Torres,
Ferreira e Dini, 2003). A partir dele, o debate referente aos aspectos econémico s e
sociais passou a ser mais direcionado a qualidade de vida e as condi¢des essenciais da
sociedade, opondo-se as antigas mensuragdes em que a esfera econémica do individuo

sobressaia-se frente aos aspectos sociais inerentes a ele.

Com o aparecimento do IDH, o caracter social passou a ter peso fundamental na
definicdo dessa métrica de desenvolvimento humano. Encomendado pelo Programa
das Nag¢bes Unidas para o Desenvolvimento (PNUD), o IDH combina trés componentes
bésicos do desenvolvimento humano: a expectativa de vida, a educacédo e a renda. A
partir dele, e observando as caracteristicas de cada pais com base em seus aspectos

historicos, culturais, econémicos e sociais, surge a seguinte questao:

As informacdes fornecidas pelo IDH conseguem exprimir claramente os esforgos
publicos e privados na determinacdo dos componentes considerados béasicos ao
desenvolvimento de uma nagédo? Sendo uma fonte de informacg&o ndo apenas para 0s
governantes verificarem as actuais circunstancias de seu pais ou um retrato social
exclusivo da ONU, o IDH é um guia para todas as pessoas e organismos publicos e

privados na definicdo de politicas publicas e investimentos entre as nacoes.

Portanto, compete a ele, ndo somente definir a actual conjuntura econémico-social de
uma regido, mas também considerar os esfor¢os envolvidos na busca de melhores
resultados. Nesse sentido, os paises podem utilizar seus recursos na busca de bons
indicadores, mas se deparam com limitacdes a nivel de orcamentos e com a dificuldade
de utiliza-los de modo mais racional possivel. Portanto, este trabalho se propde em
desenvolver e apresentar os fundamentos da Matematica que estéo na base do célculo
do IDH, especificamente as combinacBes matematicas para congregar indicadores em
uma sO expressdo analitica e que resulta na medida estatistica e, faz um
enquadramento da utilidade da média aritmética, média geométrica e aplicacbes de
propriedades logaritmicas na medi¢éo de indicadores relacionados com a renda, saude

e educacao, elementos basicos do desenvolvimento humano.



Dentro desse contexto, este trabalho ndo ambiciona mostrar os fundamentos da cria¢ao
do IDH de ponto de vista Matematico, mas sim evidenciar a compreensdo do céalculo

Matemético e a sua robustez na mensuracao de indicadores do bem-estar.

Além desta introducao, este artigo contém mais quatro sec¢des. Na sec¢do 2 procura-
se abordar sobre as referéncias bibliograficas referentes aos indicadores de
desenvolvimento humano e utilidade da Matematica na mensuracdo de fenbmenos
sociais. Na seccdo 3 procura-se aclarar os meios pelos quais se espera atingir o
objectivo proposto neste trabalho. A seccao 4 apresenta, discute e elucida os resultados

obtidos ao longo deste trabalho e, por fim, a seccéo 5 traz as consideracdes finais.

2. REVISAO DA LITERATURA

Partindo do principio de que as ciéncias sociais estudam o0s aspectos sociais e a
matematica é o uso da légica e da formulacdo de teorias, pode-se admitir que
matematica aplicada as ciéncias sociais seria o0 estudo dos fendbmenos sociais através
de observaces sistematicas, com aplicacdes de modelos matematicos, experimentos

e analises estatisticas para comprovar e justificar comportamentos.

Nesta conformidade, o conceito de estudar o desenvolvimento humano através de uma
métrica estatistica denominada IDH € impulsionado fortemente pelas aplicacbes da
Matematica, a ideia de desenvolvimento é tdo subjectiva quanto a de utilidade. Durante
muito tempo, entretanto, a medida mais comum do bem-estar humano agregado foi a
renda nacional, usualmente expressa pelo produto interno bruto (PIB) per capita ou pelo
produto nacional bruto (PNB) per capita. Ambos, entretanto, sofreram criticas por
representarem modos de valoragdo de bem-estar que somente registam transacoes
monetarias, tratando os recursos naturais como livres e ilimitados, ignorando a liberdade
e os direitos humanos, assim como a distribuicdo de renda da sociedade, entre outros
motivos (Stanton, 2007).

Diante desta dificuldade de a renda nacional retratar o nivel de bem-estar de uma nacao,
muitos 6rgados de pesquisa e agéncias internacionais de desenvolvimento comecaram
a dar atencdo a medidas que, mediante a combinacdo de indicadores, poderiam
representar o nivel de progresso social de um pais. O grande questionamento passava
a ser, como destacado por Hicks e Streeten (1979), a escolha das variaveis e a forma
de combina-las. Conforme o estudo de Stanton (2007), véarios indices foram
desenvolvidos a partir da década de 1960 buscando encontrar maneiras mais efectivas

de representar o nivel de desenvolvimento humano das sociedades.



Entre tais indicadores est&o o indice do Nivel de Vida (INV), desenvolvido pela United
Nations Research Institute for Social Development (UNRISD) em 1966, que levava em
consideracédo necessidades fisicas e culturais, além da prépria renda; o indice de
Desenvolvimento, criado pela mesma UNRISD em 1972; e o indice fisico de qualidade
de vida (PQLI), elaborado pelo Overseas Development Council (ODC) em 1979, com o
objectivo de mensurar um conjunto minimo de necessidades humanas a serem
atendidas pelas pessoas mais pobres do mundo, combinando dados de mortalidade
infantil, expectativa de vida ao nascer e nivel de alfabetizacdo, transformando cada
indicador em um indice para, em seguida, obter a média destes trés elementos.
Apesar de o PQLI ja revelar algumas similaridades com o actual IDH, foram necessarios
mais dez anos para projectar uma ideia de desenvolvimento apoiado em uma nova
conceituagdo de bem-estar, desviando o foco da economia e da contabilidade da renda
nacional para as politicas centradas nas pessoas. Guiando-se pela ideia de incluir
escolhas econbmicas e sociais para formular um indice composto e flexivel a melhorias
graduais, Haqg (1995) resolveu focar em trés componentes essenciais: i) vida longa e
saudavel (longevidade); ii) conhecimento; e iii) acesso aos recursos necessarios para
manter um nivel decente de vida.

A primeira medida corresponde a expectativa de vida ao nascer e leva em consideragao,
neste caso, valores associados a mortalidade; o segundo componente faz referéncia a
média dos anos de estudo da populagdo adulta e a expectativa de escolarizacéo; e a
terceira dimensdao equivale ao logaritmo5 do produto per capita definido em dolares, por
sua facilidade de mensuragédo (Anand e Sen, 1994).

Ao longo dos anos o calculo do IDH sofreu diversas alteragdes visando manté-lo
actualizado e alinhado ao objectivo de retratar mais adequadamente o nivel de bem-
estar das nacdes.

O indice actual, actualizado em 2010, introduziu mudancas importantes, entre as quais:
a alteracdo dos indicadores da componente educacédo e de seus pesos; a introdugéo de
limites minimos fixos e maximos observados e a utilizacdo da média geométrica para
agregar os indicadores, o que faz com que uma baixa performance em quaisquer das
dimensdes reflita mais diretamente no IDH, além de ndo permitir a substituicdo perfeita
entre 0s componentes, como ocorria anteriormente com a média simples. Esse método
revela qudo equilibrado é o desempenho de um pais entre as trés dimensdes,
reconhecendo que todas elas s&o importantes e evitando que valores elevados em um

atributo compensem valores baixos em outro (PNUD, 2010).



Desde a construcdo do IDH, os estudos dai decorrentes podem ser classificados em
trés grupos: o primeiro se refere aqueles que buscam entender e justificar a construcéo
metodoldgica do indice; o segundo explora o papel do IDH na explicagdo de questdes
especificas relacionadas ao desenvolvimento humano em diversas regides do mundo;
e, por fim, o terceiro grupo busca aumentar a aplicabilidade do IDH, mediante
incorporacdo de outras dimensdes na estrutura de célculo (Arcelus, Sharma e
Srinivasan, 2003).

Dando énfase que nestes grupos, este trabalho se revé no primeiro grupo, ou seja, o de
buscar entender e justificar a construcdo metodoldgica do indice. O Ultimo grupo de
estudos reconhece o avanco proporcionado pela utilizagdo do IDH como indicador de
desenvolvimento das sociedades, apesar de fundamentar criticas ao seu uso para tal

fim.

Neste sentido, Mahlberg e Obersteiner (2001) identificaram duas correntes de criticas
ao IDH, ainda relacionadas com aquelas feitas a renda nacional como forma de valorar
0 bem-estar. A primeira delas questiona a escolha dos indicadores que compdem o
indice, enquanto o segundo grupo de pesquisadores afirma que o IDH falha em medir a
real condicdo de vida de uma sociedade, uma vez que importantes aspectos do
desenvolvimento ndo sdo levados em consideragao, tais como a situagdo ambiental, a

distribuicdo de renda e a estabilidade politica.

Em uma dessas criticas, Hicks (1997) prop6e uma forma alternativa que incorpora as
desigualdades de distribuicdo de renda, de educacao e de longevidade na estrutura de
calculo do IDH. Seguindo a ideia de ampliar a aplicabilidade do IDH mediante a
incorporacgéo de outras dimensdes relacionadas ao desenvolvimento humano, associa-
se como possivel parametro a eficiéncia dos paises na geracdo dos produtos

(componentes) do IDH.

Além disso, os recursos economizados podem ser utilizados para melhorar a qualidade
dos servigos ja oferecidos, qualidade esta que ndo é levada em consideracdo no

cémputo do IDH.

Em todo caso, o0 que se real¢ca ao longo desta revisao da literatura em torno do IDH é
a presenca da Matematica através de suas ferramentas ou fungdes no impulso de

mensuracdo de qualquer outra medida.

Uma das fun¢des muito eficiente na medig&o do IDH é a média geométrica, a literatura
cldssica da matemética, define amédia geométrica de um conjunto de nimeros

positivos como o produto de todos os membros do conjunto elevado ao inverso do
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namero de membros. Indica a tendéncia central ou o valor tipico de um conjunto de
ndameros usando o produto dos seus valores (diferente da média aritmética, que usa a

soma dos valores).

A média geométrica € definida como n-ésima raiz (onde n € a quantidade de termos)
da multiplicacédo dos termos. Por exemplo, a média geométrica de dois nimeros, neste

caso 2 e 8, é apenas a raiz quadrada do produto entre 2 e 8; isto é: V2 - 8 =4.

A média geométrica é frequentemente utilizada quando comparamos diferentes itens —
encontrando uma Unica "figura representativa" para esses itens — quando cada um
desses itens possuem mudltiplas propriedades que possuem diferentes escalas
numéricas. Por exemplo, a média geométrica pode nos dar uma "média" significativa
para comparar dois paises que estdo sendo classificadas numa escala de 0 a 5 para
suas sustentabilidades econdmico-social e sendo classificadas de 0 a 100 para suas
viabilidades financeiras. Se a média aritmética fosse usada em vez da média
geométrica, a viabilidade financeira pesaria mais pois seu alcance numérico é grande,
logo uma pequena mudanca percentual na classificacdo financeira (por exemplo: uma
mudanca de 80 para 90) faria uma grande diferenca na média aritmética do que uma
grande diferenca percentual na classificagdo da sustentabilidade econémico-social (por
exemplo uma mudanca de 2 para 5 na escala).

O uso da média geométrica normaliza os alcances que podem ser alcancados, entao
nenhum alcance dominara os pesos, e uma dada mudanca percentual em qualquer das

propriedades possui 0 mesmo efeito na média geométrica.

Concluimos entdo que uma mudanca de 20% na sustentabilidade econémico-social (de
4 para 4,8 na classificagdo) possuira 0 mesmo efeito na média geométrica que uma

mudanca de 20% na viabilidade financeira (de 60 para 72 na classificacao).

De acordo a literatura, o IDH segue uma classificagdo qualitativa dependentemente dos
valores a serem observados, neste caso o IDH e suas dimensdes variam de 0 a 1, de
tal forma que, quanto mais préximo de 1, maior é o desenvolvimento humano da unidade

territorial em andlise. Assim sendo, tem-se:
[0 — 0,499]- IDH baixo;

[0,500 — 0,799]-IDH médio:
[0,800 — 0,899]-IDH Alto;

[0,900 — 1,00]-IDH muito Alto.
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3. METODOLOGIA

3.1. As dimensdes presentes no IDH

Em funcdo do que a literatura estabeleceu para a construcédo do IDH, é imperioso e
importante apresentar os indicadores para cada dimens&o no sentido de se ter melhor
precisao durante a construcao e combinagao das opera¢cdes mateméaticas na dimensao

e por variaveis.
i. Dimensdao educacéo

A dimenséo educacéo comporta consigo alguns indicadores flexiveis a substituibilidade,
mas, todas importantes em termo de impacto, nomeadamente: Média dos anos de

escolaridade vs 0 numero esperado desses anos; taxa de alfabetizacéo e de frequéncia.

Para esta dimensdao, os indicadores taxa de alfabetizacdo e de frequéncia escolar sdo

calculados mediante as expressfes analiticas abaixo:

Populagdo de 15 ou mais anos que sabe ler e escrever

x 100
Total da populacao com 15 ou mais anos

_ Populacgao de 6 — 24 anos a frequentar a escola

x 100
Total da populacao com 6 — 24 anos

Onde:
Ta — Taxa de alf abetizagao;
Tf — Taxa de frequéncia.

Neste caso, considera-se a taxa de matricula efectiva, ou seja, o numero de
matriculados que efectivamente estejam a estudar, isso € equivalente a taxa de
frequéncia escolar, no caso a frequéncia liquida para cada um dos respectivos ciclos de

ensino ou pode se considerar a frequéncia acumulada de todos os ciclos de ensino.

ii. Dimenséo salude

A dimensédo saude contempla o indicador da expectativa ou esperanca de vida dos
habitantes, sendo um reflexo da qualidade de saneamento basico e servigos de saude

publica. Em geral a esperanca de vida é calculado pelas agéncias nacionais de



pesquisas demograficas ou Institutos de estatistica, jA que ela é uma média obtida
depois de distribuir o total de anos vividos a partir de certa idade entre a populacdo
inicial dessa idade. A expressao analitica usada é : E = f—x

X

Onde:

E- Esperanca de vida;

T,- E 0 nimero total de anos vividos desde a idade x;

L.- E 0 nimero de sobreviventes na idade exacta x.
iii.  Dimenséo renda

A dimenséo renda é explicado através do indicador macro de contas nacionais, produto
interno bruto (PIB), mas no caso o PIB per capita, ele é calculado através do quociente

entre o PIB e a populacéo total do ano de referéncia, ou seja,

Produto interno bruto
PIB,. =

PC ™ Total da populagio

onde PIB,, € o PIB per capita.

Até o momento apresentou-se as dimensdes e respectivos indicadores que constituem
0 indice de desenvolvimento humano (IDH).

3.2. A construcdo dos sub-indices

A construcdo do indice de desenvolvimento humano é precedida pela construcéo de
sub-indices em cada uma das dimensdes apresentadas na subseccao 3.1, neste caso
0s sub-indices IDHg, IDH, e IDHs, designadamente indices de desenvolvimento

humano da educacéo, renda e saude respectivamente.

Para calcular estes sub-indices utiliza-se um procedimento de normalizagédo para que
esses indices variem de 0 a 1, no entanto esta técnica de normalizacdo matematica sera

abordada na secc¢éo posterior.

3.3. Os meios parailustrar a matematica da métrica IDH

Esta subseccédo se propde em indicar os meios que serdo empregues para ilustrar a
matematica do IDH, devendo também abordar os mecanismos matematicos que
permitirdo fazer um melhor enquadramento das combinagbes dos indicadores
estatisticos mediante a contextualizagdo analitica-matematica de teoremas, axiomas,
férmulas, demonstracdes e definicdes julgados convenientes para as deducgfes das

ferramentas do IDH.



a) Definicdes

As definigbes e conceitos sdo de grande utilidade na contextualizacéo da aplicacéo de
uma ferramenta ou fungdo matemética em busca de alguma solugdo, sendo estas
importantes para permitir o real enquadramento no desvendar de pormenores

matematicos congregados em um unico indicador.
b) Teoremas e axiomas

A par das definicbes e conceitos, estdo 0s teoremas e axiomas matematicos que
norteiam o estabelecimento de uma premissa para construcao de um modelo estatistico,
tais como teorema do limite central, teoremas da lei dos grandes nimeros, etc., atraves
destes teoremas € comodo e confortavel combinar véarias varidveis em um so indicador

e sem perder a generalidade matematica que os relaciona na dimensao em analise.
c) Formulas e demonstracdes Matematicas

Para evidenciar a mateméatica do IDH sera necessario e imprescindivel recorrer-se a
utilizacdo de férmulas que estdo por tras da métrica, devendo-se entao em certos casos
fazer-se a demonstracdo das referidas expressdes analiticas, sobretudo na utilizacdo
das férmulas de caélculo dos sub-indices, na combinacdo linear destes para a
constituicdo da média aritmética, geométrica e a normalizacdo do indicador. Neste
aspectos, encurtar-se-a4 alguns procedimentos matematicos julgados ou tidos como
basicos na o6ptica do autor do artigo, a fim de racionalizar os passos que ndo sao
puramente de uma aula de técnicas de demonstragdo matematica, esperando que caso
o leitor tenha alguma davida na compreenséo de um dos pormenores encobertos, que
procure aperfeigcoa-lo em uma outra literatura relacionado ao tépico de Matematica em

causa.

E importante dar nota que, as demonstracées estabelecem um papel fundamental na
matematica, € por meio delas que se pode verificar a veracidade de teoremas. Neste
trabalho, sempre que necessario e julgar-se relevante apresenta-se a demonstracdo de
qualquer fungdo matematica que fundamenta a base de célculo do IDH mediante uma
das quatro importantes técnicas de demonstracdo, nomeadamente demonstracdo

directa, indirecta, por absurdo e por inducéo.

Em matemética, uma prova é uma demonstracdo de que, dados certos axiomas, algum
enunciado de interesse é necessariamente verdadeiro. Utiliza como base premissas
intrinsecas a um modelo conceitual e um silogismo que, a partir de uma série de
operacdes, chega ao resultado. Costuma-se marcar o final de uma prova ou

demonstragcdo com a abreviagéo c. g. d. (como queriamos demonstrar).



Além da ldgica, as demonstracbes usualmente incluem alguma quantidade de
linguagem natural, o que pode levar a ambiguidade ou dificuldade de entendimento,
tendo em vista o caracter deste tipo de linguagem ser mais dependente da interpretacéo
humana. Assim, a forma como a grande maioria das demonstra¢cdes na matematica é
ensinada pode ser considerada como aplica¢des da l6gica informal, mas uma afirmacéo
s6 deixa de ser considerada uma conjectura apés ter uma demonstragao escrita usando
l6gica formal nos trechos onde pode haver ambiguidades. No contexto da teoria da

prova, em que as provas puramente formais sdo consideradas.

4. EVIDENCIANDO A MATEMATICA DO IDH

4.1. As funcBes mateméaticas nos sub-indices do IDH
A norma

Consideremos o conceito matematico “norma”, uma norma consiste em
uma fungdo que a cada vector de um espaco vectorial associa um numero real ndo-
negativo. O conceito de norma esta intuitivamente relacionado a nogcao geométrica
de comprimento. Dado um espaco vectorial X sobre o corpo K dos niumeros reais ou
complexos, uma fungéo || .||: X - R* é chamada de norma se, quaisquer x,y € X e
todo a € K:

e |lx|| = 0 & x = 0. Se esta condi¢do ndo se cumpre, a fungdo sera no maximo uma
semi-norma;

o llax|l = |elllx]l;

o Jlx+yll < llx|| + |lyll (desigualdade triangular)
Se 0 espago vectorial X tem uma norma, ele passa a ser chamado de espago normado,
e denotado por (X, | ..
De acordo o conceito de norma de ponto de vista matematico expresso acima, pode-se
concluir que toda a norma induz de forma natural uma métrica d em X cujos valores sdo
dados por: d(x,y) = ||x — |l
Essa expressdo mateméatica permite que o IDH seja abordado como uma métrica, ou
seja, uma medida estatistica que visa mensurar o impacto de um conjunto de programas
e politicas publicas de um pais.
A recta tangente
Um outro meio a ser empregue para deducdo da matematica do IDH é o conceito
geométrico de “recta tangente”. A recta tangente de uma curva em um ponto P
pertencente a ela, € uma recta definida a partir de um outro ponto Q pertencente a curva,

muito proximo do ponto P.
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Ao tracarmos uma recta r que passa pelos dois pontos, € a posi¢do para onde a recta

r tende, a medida que Q se aproxima de P, "caminhando” sobre a curva.

Em linhas gerais, uma recta se torna tangente de uma curva y = f(X) no ponto x = c, se
esta passar pelo par ordenado (c, f(c)) e ter inclinacéo f'(c), na qual f' é derivada de f.

A recta tangente a um ponto de uma curva diferencidvel também pode ser pensada

como o grafico da funcdo afim que melhor aproxima a funcao original no ponto dado

Recta tangente

ta ngente.\.

A recta tangente a y = f(x) em (a, f(a)) € a recta que passa em (a, f(a)), cuja inclinagéo

€ igual af'(a), a derivada de f em a.

Qla + h. fla+ h))

Pla. fla)) £~
it h fla + h) — fla)

S |

0 / / a a+h

_fla+h)—f(a)
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Quando x — a, h — 0 (pois h = x — a). Assim a expresséo para a inclinagdo da recta

fla+h)—f(a)
h

tangente fica: m = ,llin}, essa expressado permite encontrar o declive, ou seja,
-

y=yp =mx—xp) => m=2"2 (1)
P

X=X

A expressao (1) é a equacao da recta tangente tendo em considerag¢do que passa no

ponto P, ou seja, € a equagao canodnica da recta.

Contextualizando, aqui o0 m sera o indicador a observar em cada dimens&o em fungéo

do valor ou limiar estabelecido, permitindo assim calcular os sub-indices.
Combinacdo da norma com a equacdo da recta tangente

Associando o conceito de norma ao da recta tangente, sera a introducéo do conceito

de normalizacdo do indicador ou sub-indices, deste modo temos:

Suponha que um indicador x varia de Xm (valor minimo) até Xms (valor maximo).

X — Xmin,

A normalizagéo é feita pela transformagao: Xnom = (2), assumindo que X€ X e

max — Xmin
que X é um espaco vectorial, neste caso X passa a ser chamado de espago normado, e
denotado por (X, || .|]), onde X é o conjunto de todos os valores possiveis do indicador
X, 10go, ||x|| = 0 & x=0 e como xmin < x < xmax para cada limiar estabelecido nos sub-

— Xmin,

indices, tem-se que x > 0, daqui: conclui-se que ad <1.

Xmax — Xmin

Assim sendo, a equagédo (2) da lugar a formula de calculo do sub-indice IDHg
considerando X.m=IDHg € x a esperanca de vida tem-se: IDHg = L= min_

max—Emin
Onde:

E — Esperanca de vida ao nascer observada;

Ein — Esperanca de vida minima;

Ensx — Esperanca de vida maxima

IDH; — lindice de Desenvolvimento Humano da satde.

Geralmente os valores E,,;;;, € Ens, Sa0 fornecidos pelo PNUD e tem sido: 25 e 85

anos respectivamente.

Consideremos agora o indicador x do mesmo espaco normado X e a um escalar de

KCR*, tal que x é combinacdo linear do vector x(x;, x,) através do escalar a de modo



que x = a;x; + a,x, (3), de sorte que o escalar a; sera considerado como peso ou

ponderadores de cada um das componentes do indicador x.

. 2 2 1 . .
Sejaa;+a,=1,se a; = 3> A= l—a;=>a,=1 —5=> 4=, introduzindo os

~ 2 1
valores de a; e a, na expressao (3) tem-se: x = 3% tgx (4).

A equacéo (4) da lugar a féormula de calculo do sub-indice IDHy considerando Xnom =
Xnorm1 + Xnorm2 = IDHE, x; @ Taxa de alfabetizacdo da populagdo com 15 ou mais anos,

x, a Taxa de matricula da populag@o com 6- 24 anos, resultando na expresséo IDHg =

2 1 .
Exnnrml-l- g Xnorm2 ou SeJa’

IDH :z( TA-TAmin )+l( TF—TFmin )
E = 3\TAmix—TAmin/ 3 \TFmax—TFmin

Onde:
TA — Taxa de alfabetizacao observada;
TApn — Taxa de alfabetizagdo minima;
TApsx — Taxa de alfabetizagdo maxima,
TF — Taxa de frequéncia observada;
TFpin — Taxa de frequéncia minima,;
TFys, — Taxa de frequéncia maxima,
IDHy — indice de Desenvolvimento Humano da educagao.

Os valores das taxas de alfabetizacéo e de frequéncia variam de 0-100 e séo calculados
mediante as idades de 15 ou mais anos e 6-24 anos respectivamente, dependentemente
das idades de frequéncia dos diferentes niveis ou ciclos de ensino de cada pais, no
entanto para Angola considera-se a frequéncia escolar a partir dos 5 anos devido o

ensino pré-escolar.

2 . . ~ ~ . ~
Ovalor do escalar a; = 5 quer dizer que na dimensédo educacéo, a taxa de alfabetizacéo
. 2 1 . P
tem um peso igual a ;eo valor do escalar a; = 3 auer dizer que a taxa de matricula tem

. 1 . .
um peso igual as, evidenciando que a; + a, = 1.

A funcao do logaritmo



Quando se estuda modelacdo matematica de fendmenos sociais e financeiros, é
imprescindivel o uso da fungéo logaritmica através de sua praticidade nas propriedades

para com indicadores que assumem valores a partir da classe decenal ou centenas.

Na matemadtica, o logaritmo de um numero € o expoente a que outro valor fixo, a base,
deve ser elevado para produzir este numero. Por exemplo, o logaritmo de 1 000 na
base 10 é 3 porque 10 elevado ao cubo é 1 000 (1 000 = 103).

De maneira geral, para quaisquer dois nameros reais b e x, onde b é positivo e b # 1,

y=b*ox=log,y

O logaritmo da base 10 (b=10) é chamado de logaritmo comum ou decimal e por esse
facto tem diversas aplicagBes na ciéncia e na engenharia.

A actual nocao de logaritmo advém de Leonhard Euler, que o relacionou com a fungao
exponencial no século XVIII.

As escalas logaritmicas permitem reduzir grandezas de elevada amplitude para valores
menores. Por exemplo, o decibel € uma unidade logaritmica que indica a proporcao de
uma quantidade fisica (geralmente energia ou intensidade) em relagdo a um nivel de
referéncia, isto €, estabelece uma razao entre a quantificagdo da energia liberada e
a amplitude; outro exemplo é o produto interno bruto de um pais que de ponto de vista
matematico é uma grandeza escalar da classe dos grandes nimeros por congregar em
unidades monetarias o rendimento financeiro de um pais, com o logaritmo comum ou
decimal é possivel fazer transformacdes de modo a obter valores equivalentes mais

reduzidos adoptaveis a modelos estatisticos.

Portanto, o PIB é um indicador que pode ser facilmente logaritmizado, ja que cumpre

com a propriedade fundamental do logaritmo, isso quando PIB é uma fungéo de y, ou

seja, y = PIB, ja que PIB > 0.

Desta maneira, analogamente associa-se o conceito do logaritmo ao da norma, que se

pode estabelecer de seguida.

Suponha que um indicador X varia de Xmin (valor minimo) até Xma (valor maximo) e que
x é suficientemente grande, entdo  Xwm=——"""— , COMO XeX € X é um espaco
vectorial normado, implica dizer que X pode ser um espago de resultados de experimentos
aleatorios e X.muma variavel aleatoria do espaco X, pela lei dos grandes nimeros tem-se

que:
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X1, X5, X3, ... vVariaveis aleatorias e seja E(X;) = ue Var(X;) = 0% < oo paracadas > 0,

de acordo a lei fraca dos grandes nimeros, a média X,, converge em probabilidade para a
média g, isto é limy, e, P(1X, — ul <£) =1 => xnorm = ——"—<1

como (x — xmin) € um namero suficientemente grande de acordo a lei dos grandes

nameros, entdo para a reducdo pode-se aplicar o logaritimo decimal para cada

logx — logxmin

diferenca, deste modo vem: xnorm =
logxmax — logxmin

A equacéo (5) da lugar a férmula de calculo do sub-indice IDHy considerando Xnom =

logx — logxmin
logxmax — logxmin

=IDHp, resultando em

log PIBp; — logPIBpcmin

IDH, =
R T 1ogPIBpcimax — L0gPIBpemin

Onde:

PIBp. — E PIB per capita observado;

PIBpcmin — PIB per capita minimo;

PIBpcmax — PIB per capita maximo;

IDHy — lindice de Desenvolvimento Humano da renda.

Geralmente os valores minimos e maximos do PIB per capita séo fornecidos também
pelo PNUD e tem sido usual 100 e 40 000 U$D/Habitante respectivamente.

Até aqui procedeu-se a ilustracdo e evidenciacdo dos pressupostos matematicos para
a construcao e calculo dos sub-indices de desenvolvimento humano de acordo as

respectivas dimensoes.
4.2. A base de célculo do IDH geral

Uma vez que ja se deduziu a matematica dos sub-indices, resta agora fazer o mesmo
exercicio para ilustrar-se a base de computacao do indice geral, ou seja, o IDH como

combinacéo de todos os sub-indices de cada dimensao.

A média aritmética



Sejam x4, x,, x3, ... variaveis aleatorias e seja E(X;) = p e Var(X;) = 02 < oo define-se

Xi

a média aritmética x, = ?=1Z , para i €N e para todo >0 tem-se que

lirnn—mo P(l)?n - ,ul < 3)

Entretanto, como x; é uma variavel aleatéria e distribuido normalmente, entédo a
mediana é 0, mas o valor esperado ndo existe e a média dessas n variaveis tem a

mesma distribuicdo de uma Unica variavel. Isso ndo tende a 0 & medida que n tende ao
infinito.

Para sustentar a introducdo da funcdo média, consideremos o seguinte teorema:

Seja X; uma sequéncia de variaveis aleatodrias independentes tomadas dois a
dois, seja essa sequéncia de variancia finita e uniformemente limitada tem-se a

lei fraca dos grandes numeros. Também pode-se entender de ponto de vista

algébrico como existe um ¢ € R, tal que Var(X;) < c.
Demonstracao:
Uma soma de uma sequéncia de variaveis aleatérias pode ser escrita como:

Sp,=Xi=1X; A independéncia de X; implica Var(S,) =X var(X;) <nc, pela

Var(Sy) c

desigualdade de Chebyshev, tem-se que P[|S, —E(S,)| = en] <

£2n2 £2n2

Sn_E(Sn)
n

0, quando n — oo, logo, obtém-se: — 0, lembrando-se que esta convergindo para

0 com a probabilidade (c.q.d).

Nesta conformidade, como pretende-se calcular o IDH geral, este deve ser resultado da
média aritmética dos sub-indices, ja que considera-se que cada x; € uma variavel
aleatéria entdo cada sub-indice é um elemento de espaco de resultados do IDH

7

geral, ou seja, € a média aritmética dos sub-indices, analiticamente tem-se:

IDH = IDL,H" ,onde IDH; é o indice de desenvolvimento humano na dimensao i,
iel;3 => IDH = IDHE+ID;-IR+IDH5 (6).

A expressao (6) € a férmula para calcular o indice de desenvolvimento humano

(IDH), de acordo os sub-indices ja calculados no ponto 4.1 em cada dimensé&o.



A média geométrica

Apesar de ter-se considerado o calculo do IDH com a média aritmética, pelo facto do
IDH ser uma métrica do tipo indice, em 2010 o PNUD, introduziu mudancas importantes,
entre as quais: a alteracéo dos indicadores da componente educacgéo e de seus pesos;
a introducdo de limites minimos fixos e maximos observados, o que resultou na
introducéo na utilizacdo da média geométrica em vez de média aritmética para calcular

de forma ajustada a métrica.

Deste modo, aqui apresenta-se a justificagdo da base da utilizacdo da funcéo

matematica média geométrica no célculo do IDH.

A média geométrica é frequentemente utilizada quando comparamos diferentes itens —
encontrando uma Unica "figura representativa" para esses itens — quando cada um
desses itens possuem multiplas propriedades que possuem diferentes escalas

numéricas.

Por exemplo, a média geométrica pode nos dar uma "média" significativa para comparar
duas companhias que estdo sendo classificadas numa escala de 0 a 5 para suas
sustentabilidades ambientais e sendo classificadas de 0 a 100 para suas viabilidades
financeiras. Se a média aritmética fosse usada em vez da média geométrica, a
viabilidade financeira pesaria mais pois seu alcance numérico é grande, logo uma
pequena mudanca percentual na classificacdo financeira (por exemplo: uma mudanca
de 80 para 90) faria uma grande diferenca na média aritmética do que uma grande
diferenca percentual na classificacdo da sustentabilidade ambiental (por exemplo uma

mudancga de 2 para 5 na escala).

A média geométrica se aplica apenas a numeros positivos a fim de evitar o calculo do

produto de um numero negativo que poderia resultar em nimeros imaginarios, mas
também para satisfazer certas propriedades sobre médias, o que é explicado mais tarde
nesse artigo. Note que a definicdo é ambigua se consideramos a possibilidade de um
dos termos ser zero. E também usado para um conjunto de nimeros cujos valores s&o
destinados a serem multiplicados ou sdo exponenciais na natureza, assim como 0S
dados do crescimento da populacdo humana ou avaliagbes de um investimento

financeiro.

A média geométrica é também uma das trés médias classicas de Pitagoras, junta com

a mencionada média aritmética e a média harmdnica. Para todos os conjuntos de dados
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positivos contendo ao menos um par de valores diferentes, a média harménica sempre
serd a menor dentre as trés médias, enquanto a arimética sempre sera a maior das trés

e a geométrica fica entre as duas.
O célculo

A média geométrica de um conjunto de dados {x,, x,, x3, ... x, } € dada da seguinte forma:

%= (Mx)'m = Y% ()

A média geométrica de um conjunto de dados € menor que o conjunto de dados da
média aritmética ao menos que todos o0s elementos do conjunto de dados sejam iguais,

0 que nesse caso a média geométrica e aritmética séo iguais.

Embora a média geométrica tenha sido relativamente rara na computacgéo da estatistica
social, o PNUD desenvolveu o indice que usa o célculo, pois possibilita o calculo do IDH

com uma fung&o mais ajustada a da média aritmética.

A média geométrica decresce o nivel de substituibilidade entre dimensbes sendo
comparadas e no mesmo tempo garante que 1 porcento recusa em dizer a expectativa
de vida ao nascer tem o mesmo impacto no IDH como 1 porcento recusado na educagéo

ou renda.

Assim, como base de comparacdo de arquivos, este método € o mais respeitavel da

inerente diferenca através das dimensdes do que uma média simples.
A média geométrica também é a média aritmética-harménica no sentido de que se
duas sequéncias (a,) e (h,) sdo definidas:

hn

_ apt _ _ 2 _
Ani1 ==, 1 Qo =X€ Mpyy =17, ho =Yy

an  hn

Onde h,,, € a média harmédnica dos valores anteriores das duas sequéncias, entao a,
e h, irdo convergir para a média geométrica x e y. Isso pode ser visto facilimente pelo facto
de que sequéncias convergem para um limite comum (de acordo o teorema de Bolzano-

Weierstrass) e o facto de que a média geométrica é preservada:

ai.hi =

aj+h; _
a+h; — Qi+1-Niv1

ajh;

Substituindo a média aritmética e a harmbnica por um par de médias generalizadas de

opostos, exponenciacdes finitas acarretam o mesmo resultado.

A média geométrica tem uma relacdo com a média aritmética associado ao logaritmo,

ou seja, usando identidades de logaritmos para transformar a férmula, a multiplicagdo
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pode ser expressa como soma e a poténcia como uma soma, noa caso obtém-se:
1en
(T ) Y = el i me]

a expressao acima é algumas vezes chamada de média logaritmica, quando usada a
exponenciacdo para retornar o calculo da escala original, i.e., € a média f- generalizada,

neste caso com f(x) = logx.

A propriedade fundamental da média geométrica, que pode ser comprovada para ser falsa

ﬁ) _ GM(Xy)
vi) My

em qualquer outra média é:GM (

Esta propriedade faz a média geométrica a Unica média correcta quando resulta em média
normalizada, este € o resultado que esta presente em relacbes com os valores de referéncia,
este € 0 caso quando ao apresentar o desempenho do computador com respeito ao
computador referente, ou quando computa-se um Unico indice de média de raiz
severamente heterogénea (por exemplo a esperanca de vida, média de anos de
escolaridade e mortalidade infantil). Nesse cenario, poderia mudar o ranking dos

resultados dependendo do que for usado como referéncia.

Por exemplo, repare a seguinte comparacéo de execugdo do tempo de programas de

um computador:

Tabela 1- tempo de execucdo de programas de um computador, cenario 1

Computador A Computador B Computador C

Programa 1 1 10 20
Programa 2 1000 100 20
Média aritmética 500,5 55 20
Média geométrica 31,622 31,622 20

A média aritmética e a geométrica concordam que o computador C é mais rapido. De
qualquer modo, por apresentar valores apropriadamente normalizado e usando a média
aritmética, pode-se entender que qualquer um dos outros dois computadores sendo o
mais rapido. Normalizando pelos resultados de A como o computador mais rapido de

acordo com a média aritmética, temos:



Tabela 2- tempo de execugao de programas de um computador, cenario 2

Computador A Computador B Computador C
Programa 1 1 10 20
Programa 2 1 0,1 0,02
Média aritmética 1 5,05 10,01
Média geométrica 1 1 0,632

enquanto normalizando pelos resultados de B como o computador mais rapido pela

média aritmética temos:

Tabela 2- tempo de execugdo de programas de um computador, cenario 2

Computador A Computador B Computador C
Programa 1 0,1 1 2
Programa 2 10 1 0,2
Média aritmética 5,05 1 1,1
Média geométrica 1 1 0,632

Em todos os casos, o ranking dado pela média geométrica continua 0 mesmo que o

obtido sem os valores normalizados.

Portanto, a média geométrica € a mais usual e assertiva para o calculo do IDH geral, ou

seja, o IDH é a média geométrica dos sub-indices IDHy, IDHg, IDH;, analiticamente

tem-se: IDH = {/IDHg.IDHg.IDH; (7).

A expressdo (7) é a formula matemética para o calculo do indice de
desenvolvimento humano-IDH pela média geométrica, de acordo os sub-indices

ja calculados no ponto 4.1 em cada dimenséo.

4.3. Calculando o IDH de Angola com dados de 2014

Nesta subseccdo vamos fazer alguns calculos a titulo de exemplo, desde a
construcdo dos sub-indices e célculo do IDH pela média aritmética e geométrica,

tendo como informagdes, as estatisticas de Angola de 2014.
Consideremos os seguintes dados do Censo de 2014:
Taxa de alfabetizagéo (TA) = 65,6% = 0,6560;

Taxa de frequéncia escolar (TF) = 70,0%=0,7001



Com estas informac0des estatisticas pode-se calcular o sub-indice de educacéo

2 TA—TAm; 1 TF—TF i
(IDHE), neste caso, IDHg =—( o )+—( ao ) sabendo que as
3 \TAmax—TAmin 3 \TFmax—TFmin

taxas minimas e maximas pré-definidas para os indicadores da alfabetizagéo e

frequéncia escolar € 0 e 100% respectivamente, conforme abordado em 4.1.

Introduzindo os dados na férmula e desenvolvendo vem:

IDHE — %(0,6560—0)4_1 (0,7001—0)

1-0 3 1-0

= § x 0,6560 + § x 0,7001 = 0,4373 + 0,2334

—> | IDHg = 0,6707

Para efeitos de calculo e uniformizagdo de contas, trabalhou-se apenas com 4

casas decimais.

Obtido o sub-indice de desenvolvimento humano para educagdo, vamos agora

calcular o IDHp.

Consideremos os dados do Censo 2014 e Notas de Imprensa Contas Nacionais

Anuais (2009-2016) respectivamente:
Populacao total (2014) = 25 901 182;
PIB (2014) = 14 323 859 (Valor em 1 000 000 AKz)

O valor do PIB em causa é na Optica dos Precos correntes do periodo em

PIB(2014)
Populagdo total 82014) -

referéncia, com isso calculemos o PIB per capita: PIBp. =

14 323 859x10°

——oor1gs = 553 023=> PIB,¢ = 553 023 Kz/habitante

log PIBpc—l0gPIBpcmin __ 10g553023-10g9830 _ 57427-3,9926 _ 1,7502

Daqui, IDHg = = = =
10gPIBpcmax—l0gPIBpcmin ~ 1093932000—10g9830  6,5946—3,9926  2,6021

—>| IDHg = 0,6726

Dar nota que, para o célculo do sub-indice de desenvolvimento humano na dimenséo
Renda, utilizou-se a taxa de cdmbio média de referéncia do Banco nacional de Angola
(BNA), fixado em Setembro de 2014 em 98,3 Kz por USD. Isso para facilitar o calculo
da conversdo dos valores PIB per capita minimo e maximo dado em USD pelo PNUD.

Deste modo, 0 numerador e 0 denominador convergem ambos em unidade monetaria Kz.



De seguida calculemos o sub-indice de desenvolvimento humano na dimensao
salude IDH;.

Consideremos o dado sobre esperanca de vida da populagdo Angolana, de acordo a
projeccao 2014-2050 e os valores minimos e maximos estipulados pelo PNUD:

Eypsery = 60,09 (2014)

Eppin = 25,00

Eppsy = 85,00

IDH, = E—Emin_ _ 60,09-2500 _ 3509 _ 0,5848 =>| IDHs = 0,5848
Emix—Emimn  8500-2500 60,00

Finalmente, calculemos o IDH pelas duas médias ja estudadas anteriormente, primeiro

vamos calcular pela média aritmética e depois pela geométrica.

IDHE+IDHR+IDHs _ 0,6707+0,6726+0,5848 _ 1,9281
3 - 3 T3

Pela média aritmética tem-se: IDH =

=| IDH = 0,6427

Calculando pela média geométrica tem-se: IDHzi/IDHE.IDHR.IDHsz

3{/0,6707 x 0,6726 x 0,5848 => 3/0,2638 =>| IDH = 0,6413

De acordo os resultados obtidos tanto com a média aritmética quanto
geomeétrica, o IDH de Angola para 2014 esta no intervalo [0,500 — 0,799], o que

atribui a nacéo a classificacdo de Pais de Médio Desenvolvimento humano.?

Tabela 4-Variagdo do IDH de Angola 2021 vs 2014

2014 2021 Variacao
0,6413 0,586 -0,055

Fonte: Relatério do Desenvolvimento Humano sintese, 2021/2022, PNUD; arranjo e calculo do autor.

2 De acordo a classificagdo do PNUD no relatdrio sobre IDH-global 2014.
3 IDH calculado pelo autor com base informacdes de 2014



5. CONSIDERACOES FINAIS

A partir da compreensao da construcao do IDH e os pressupostos matematicos
que estdo na base de seu célculo, pdde-se esperar uma mudanca consideravel
no que diz respeito ao entendimento das ferramentas estatistica-matematica em
prol da mensuracdo do bem-estar dos paises, indicando que mais pessoas
podem beneficiar e compreender a utilidade da Matematica nas ciéncias sociais
e gquantitativas.

Além disso, essa mudanca positiva por parte das pessoas e usuarios da
Matematica, Estatistica e Ciéncias voltadas ao desenvolvimento comunitario e
social tém grandes possibilidades de fazer um uso mais adequado dos recursos
Matematicos de que dispdem, possibilitando melhores tratamento e
aproveitamento dos dados sociais, demograficos e econémicos na modelacdo
de problemas com vista a mensurar o nivel de vida e bem-estar das populacdes
N&o s6 ao nivel de paises como também pode ser adaptado aos niveis locais,
permitindo assim avaliar o grau de assimetria entre distintas regides de um
mesmo territorio.

Da mesma forma que o IDH teve por objetivo fazer os governantes, gestores,
pesquisadores, académicos e publico em geral perceberem a importancia de
determinadas politicas como modo de melhorar o bem-estar da populacéo, a
demonstracdo e evidenciacdo dos aspectos da Matematica que sustentam o
calculo do IDH proporciona uma nova abordagem, compreensao e motivacao
destes na aplicacdo e estudo do IDH com vista mensuracdo da qualidade e a
eficacia de politicas publicas que podem contribuir para um resultado positivo no

desenvolvimento econémico.



ABSTRACT

Being nowadays an important source of information for the definition of public
policies and investments among nations, competing with the human development
index (HDI) not only represents the current economic and social situation of a
country, but also considers the efforts employed in the search of better results.
Accordingly, this article aims to present the mathematical-statistical fundamentals
that underlie the design and calculation of the HDI, that is, the analytical
formulation, the mathematical combination of indicators and the final formula
used to gather and calculate the index as a continuous metric to measure the
human development index. As a new element, knowledge of the mathematical
foundations of the HDI, can produce a better view of this very important social
indicator of human well-being, despite criticism from several specialists, the HDI
is widely used for evaluation and comparison between countries to the point of
allow an adaptation and contextualization in the measurement of human
development between different geographic locations of the same territory,
consequently, new means of achieving social and economic development and
reducing regional asymmetries, which causes a considerable change in the

phenomenon of rural exodus that is characteristic in developing countries.
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