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RESUMO

O presente trabalho procura formular um plano viavel de distribuicdo de combustivel,
mais concretamente da gasolina para a regido territorial sul de Angola em caso de algum
estrangulamento na estrutura actual, envolvendo as provincias de Benguela, Namibe,
Huila, Huambo, Bié, Kuando Kubango e Cunene, com objectivo de criar alternativas
para assegurar o processo de distribuicdo de combustivel em caso de algum
estrangulamento no sistema actual. Pesquisa realizada na Sonangol, revelam que a rede
de distribuicdo de combustivel na regido Sul de Angola ndo garante a distribuicdo de
forma eficaz em caso de algum estrangulamento na rede de distribuicdo actual. Assim,
Neste trabalho, com a concepcdo de um modelo Matematico estudados em dois
cenarios, sendo o primeiro caracterizado pela possibilidade de um estrangulamento no
percurso TOL-ICKK e o segundo, considerando um possivel estrangulamento nos
percursos TOL-ICKK e TON-ICL respectivamente, assegura- se haver um plano
alternativo em caso de um estrangulamento no sistema actual de distribuicdo de
combustivel. A metodologia usada foi a de programacdo linear, dando énfase ao
problema de transporte.

Palavras-chave: Distribuicdo de combustivel. Modelo Matematico. Programacao

Linear.



ABSTRACT

This work seeks to formulate a workable plan of fuel distribution, specifically gasoline
to the southern territorial region of Angola in the event of a bottleneck in the current
structure, involving the provinces of Benguela, Namibe, Huila, Huambo, Bié, Kuando
Kubango and Cunene, with the aim to create alternatives to ensure the fuel distribution
process in case of a bottleneck in the current system. Research conducted at Sonangol,
reveal that the fuel distribution network in southern Angola region does not guarantee
the distribution effectively in the event of a bottleneck in the current distribution
network. Thus, this work, with the design of a Mathematical model studied in two
scenarios, the first characterized by the possibility of a bottleneck in the TOL-ICKK
route and the second considering a possible bottleneck in TOL-ICKK routes and TON-
ICL respectively, ensured to have an alternate plan in case of a bottleneck in the current
system of fuel distribution. The methodology used was the linear programming,
emphasizing the transportation problem.

Keywords: Fuel Distribution. Mathematical Model. Linear Programming.
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INTRODUCAO

O Petroleo € uma das mais importantes fontes de energia da actualidade, pois é através
dele que se possibilita a realizacdo de inumeras actividades de caracter Socio-
Economico e produtivo. Ele é utilizado principalmente na forma de combustiveis
automotivos, como a gasolina, gaséleo e o 6leo diesel. Trata-se de uma substancia
oleosa, altamente inflamé&vel e de coloracdo negra ou castanho escura, de origem fdéssil e
ndo renovavel, ou seja, ele poderé deixar de existir com o passar dos anos. Apesar de
seu consumo ter diminuido ao longo dos Gltimos anos, o petréleo ainda é considerado o
recurso bésico da sociedade industrial contemporanea. E responsavel por cerca de 35%
do total de consumo de energia no mundo, o que lhe confere a lideranga em relacdo a
outras fontes de energia.

O Oriente Médio € a regido que abriga as maiores reservas mundiais de petrdleo (cerca
de 65%), com destaque para a Arabia Saudita, que é a maior produtora mundial. Outros
locais onde h& grande producdo de petréleo sdo: golfo do México, sul dos Estados
Unidos, Lago de Maracaibo (Venezuela), Sibéria (Russia), Golfo de Bohai (China),
Asia central (regido do Caucaso) e na costa ocidental da Africa.

Angola apesar de ser o segundo maior produtor de Africa tem somente uma pequena
refinaria em Luanda que ndo oferece capacidades para satisfazer a demanda do rapido
crescimento econdémico nacional. Por este motivo, 0 pais importa anualmente o
equivalente a 250 milhdes de délares de produtos derivados, sendo a Sonangol a
empresa responsavel na comercializacdo e distribuicdo dos mesmos. Constitui proposta
da Sonangol desenvolver competéncias em todos segmentos do mercado em que
participa de forma a alcancar uma posicdo que contribua para o retorno dos capitais
investidos e a internacionalizacdo do negdcio. Das visitas de estudo realizadas na
Sonangol, revelam que a rede de distribuicdo de combustivel na regido Sul de Angola
nédo garante a distribuicdo de forma eficaz em caso de algum estrangulamento na rede, o
que constitui uma lacuna, pelo que o presente trabalho propfe subsidios para sua

optimizagé&o.

Segundo Ballou (2007), o componente de maior importancia no custo logistico na
maioria das empresas é o transporte. Este contribui com cerca de dois tercos do gasto
logistico entre 9 e 10% do produto nacional bruto. Devido a isso, € comum se deparar

com a afirmacéo de que os custos logisticos envolvem apenas 0s custos com transporte.
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Por meio do acesso aos meios de transporte com menores custos e com melhores
sistemas, a estrutura econdmica comeca a se igualar de uma economia desenvolvida,
possibilitando aumento da concorréncia no mercado, garantia de economia de escala na

producdo e reducdo de precos das mercadorias (BALLOU, 2007).

A Matematica, mais precisamente a area de investigacdo operacional tem dado
importante contributo na resolugdo de problemas nos dominios da economia, industria,
engenharia civil, na gestdo de organizagOes, etc. Moreira (2007) salienta que no caso
dos modelos matematicos, as relacBes entre as variaveis do problema devem ser
representadas por sistemas de simbolos e relagdes matemadticas”. Os bons modelos serdo

0s mais proximos da realidade e de facil experimentacéo.

Bueno (2007, p.19) afirma que as representagdes com modelagem matemaética ou
simbolica, sdo formadas por variaveis de decisdo (parametros para tomada de decisao) e
expressdes matematicas (relacbes entre as varidveis). Essas representacGes dardo

suporte a decisao por retratar um problema real.

A Pesquisa Operacional, especificamente, oferece aos gerentes a capacidade de tomar
decisbes mais eficazes e de estabelecer sistemas mais produtivos, por meio de
informacBes mais completas, realizam-se previsdes cuidadosas de resultados e

estimativas de risco com ferramentas actuais e técnicas de decisdo (MOREIRA, 2007).

Sendo assim, a proposta deste trabalho é de encontrar um plano que sirva de alternativa
na distribuicdo de combustiveis (gasolina) para regido territorial sul, e estabelecer um
modelo matematico aplicavel na gestdo da distribuicdo e transportacdo dos mesmos,

com objectivo de minimizar o custo da transportacao destes derivados do petroleo.

Portanto, o presente trabalho organiza-se a volta de trés capitulos. O primeiro diz
respeito a Metodologia geral, em particular, os meios e as tarefas empregues para
abordagem do tema, o segundo relaciona-se com a fundamentacdo tedrica-matematica
do problema, o terceiro abordara sobre o caso de estudo do problema da distribuicéo de

combustivel na regido sul, por fim, a conclusdo geral e recomendacdes

11



CAPITULO I: METODOLOGIA GERAL

1.1-OBJECTIVOS GERAIS

*Criar um modelo Matematico que estruture um plano que optimize o processo de
distribuicdo de combustivel (gasolina), na regido Sul de Angola em caso de algum
estrangulamento na situacédo actual da distribuicdo do mesmo.

*Determinar a forma mais econdmica de transportar combustivel (gasolina) de um

conjunto de fontes de oferta para um dado conjunto de destinos ou fontes de procura.
1.2-OBJECTIVOS ESPECIFICOS

*Compreender o sistema actual de distribuicdo de combustivel na regido Sul de Angola.

*Construir um modelo matematico baseado no algoritimo dos transportes que optimize

a distribuicdo em caso de estrangulamento na estrutura actual da regido Sul de Angola.

*Criar alternativas de decisdes a tomar para garantir o bom funcionamento do processo

de transportacéo e distribuicdo de combustivel na regido Sul de Angola.

1.3-CAMPO DE ACCAO

Este trabalho sera desenvolvido com base numa das actividades da subsidiaria Sonangol
logistica do Grupo Sonangol-EP, na rede de distribuicéo e transportacdo de combustivel
(gasolina) na regido Sul de Angola, especificamente no T.O.L (Terminal Oceanico do
Lobito), que distribui para Huambo, Bié e Kuando Kubango; T.O.N (Terminal oceénico

do Namibe), que distribui para Lubango e Cunene.
1.4-PERGUNTAS CIENTIFICAS

*Como identificar as causas das possiveis roturas na actual estrutura de distribuicdo de

combustivel na regido Sul de Angola?

*Que métodos algébricos podem viabilizar a modelagdo que contribua para a
distribuicdo de combustivel em caso de algum estrangulamento na estrutura de
distribuicdo de combustivel na regido Sul de Angola?

*Quais serdo os beneficios para a sociedade e a Sonangol com aplicacdo do modelo

alternativo que o presente trabalho se prop&e construir?

12



1.5-TAREFAS CIENTIFICAS

*Pesquisas bibliogréficas e recolha de dados na Sonangol sobre a situacdo actual da

distribuicdo de combustivel na regido sul de Angola.

*Concepcao e montagem do modelo matematico, avaliacdo dos resultados obtidos, para

possivel tomada de deciséo.
*Interpretacdo das alternativas propostas
1.6- JUSTIFICATIVA:

*A Investigacdo Operacional oferece a capacidade aos gerentes de tomar decisdes mais

eficazes, e de estabelecer sistemas mais produtivos que usam 0S recursos materiais,
financeiros, humanos e ambientais. Sendo assim, aproveitamos este ramo da
Matematica aplicada para propor a Sonangol utilizar esta ferramenta, para optimizar as
suas operacOes de distribuicdo de combustiveis com a finalidade de melhor realizacédo
de suas estratégias, visando aumentar a eficiéncia das suas actividades e minimizar

Custos.

*A dptima distribuicdo de combustivel dinamiza o processo de industrializacdo de uma

sociedade, que por sua vez é um factor preponderante no desenvolvimento da economia

e bem-estar da comunidade em geral.
1.7-METODOLOGIA USADA

1.7.1-AMOSTRA USADA PARA O ESTUDO

Observando o interesse académico da temética a desenvolver, houve a necessidade de
delimitar o tema regionalmente, assim, para o estudo da distribuicdo de combustivel
consideramos uma amostra de 7 provincias nomeadamente: Benguela, Namibe
(Origens); Huambo, Bié, Kuando Kubango, Huila e Cunene (Destinos), cujo campo de
accdo € o T.0O.L. (Terminal Oceanico do Lobito)e T.O.N (Terminal Oceénico do

Namibe) A regido extraida para amostra é a parte sul do territério nacional.

13



1.8-METODOS
*Tedricos

Baseamo-nos em trabalhos de fim de cursos ja realizados de investigacdo operacional e
ndo s6, como também em outras areas da Matematica, assim como diversas Pesquisas
bibliogréficas, isto €, consultas de livros, artigos cientificos, trabalhos de fim de curso
de licenciatura relacionado com o tema, pesquisas via internet em sites relacionados

com o assunto.
*Empiricos

Recolha de dados na Sonangol sobre a situacdo actual da distribuicdo de combustiveis
na regido sul, entrevista ao pessoal da sonangol dos departamentos de planeamento e

logistica, aprovisionamento e de supervisao.
*Matematicos

Os métodos Matematicos usados sdo os de algebra linear, isto €, matrizes e sistemas de
equacdes; técnicas de demonstracdes matematicas assim como modelos matematicos do

problema de transporte e o algoritmo de Modi

1.9-TECNICAS

Utilizacdo das técnicas de algebra linear sobre transformacdes elementares de matrizes,
resolucdo de sistemas de equacges; técnicas de demonstracdes matematicas; utilizacdo
do solver da folha de célculo Excel para determinar a solucdo 6ptima do problema de
distribuicdo, software Winplot e Advanced Grapher para elaboracdo de graficos;
andlise, comparacgdo exaustiva e inferéncia dos dados obtidos na Sonangol perante o0s

resultados encontrados na solugéo do modelo.

14



CAPITULO II: FUNDAMENTOS TEORICOS SOBRE A RESOLUCAO DE
PROBLEMAS

2.1-FUNDAMENTOS DA CONCEPTUALIZACAO DO TERMO “PROBLEMA”.
Entre as vérias defini¢cdes existentes podem encontrar-se:

“Situagdo inerente a um objecto, que determina uma necessidade em um sujeito, o qual

desenvolve uma actividade para transformé-la” (Alvarez, C.1995).

“Uma tarefa dificil para o individuo que estd tratando de resolve-la” (Schoenfeld, A.

1985).

“E uma situacdo em que se tenta alcangar um objectivo e se torna necessario encontrar

um meio para consegui-lo” (Chi, M., Glaser, R. 1986).

“Uma tarefa cujo método de realizacdo e resultado sdo desconhecidos, mas possuindo
o0s conhecimentos e habilidades necessérias, se esta em condi¢des de atacar na procura

dos resultados do método que ha de se aplicar” (Barrios, S.1987).

“Situacdes matematicas provenientes de diversos campos do conhecimento e que
esbocam alguma interrogante que ndo tenham tido resultado pela mesma categoria

especifica que enfrenta” (Bofil, Flores e Rodriguez, 1995).

“Situacao nova, surpreendente, de ser possivel, interessante ou inquietante, em que se
conhece o ponto de partida e de chegada, para 0s processos mediante os quais se pode

chegar. E uma situacio aberta que admite varias vias de solugdo” (Pozo, A. 1995)

“Um problema em matematica pode definir-se como uma situacdo que enfrenta um
individuo ou um grupo, para a qual ndo se vislumbra facilmente um caminho aparente
ou 6bvio que dirija para a solucdo deles. Por esta razéo, da resolucdo de problemas deve
apreciar-se como a razao de ser da tarefa matematica, um meio poderoso de desenvolver
0 conhecimento matematico e uma realizacdo indispensavel para uma educacdo que

pretenda ser de qualidade”.

Como se pode observar, todas estas definicbes enfatizam os aspectos que seus autores
guerem destacar por algum motivo, mas em cada uma ha elementos importantes que o

caracterizam, como s&o:
1.Existéncia de uma dificuldade que ndo tem solucdo imediata.

2.Auséncia de um caminho conhecido.
15



3.Presenca de um interesse por resolver a dificuldade.
4.Demanda de una intensa actividade cognoscitiva.
5.Carécter objectivo, subjectivo e relativo do problema.

Um problema matematico “é um exercicio que reflecte, determinadas situacdes atraves
de elementos, relacbes do dominio das ciéncias e da préatica, em linguagem comum e
exige de meios matematicos para sua solucédo; se caracteriza por ter uma situacdo inicial
(elementos dados) conhecida e uma situagdo final (incognita, elementos buscados)
desconhecida, enquanto sua via de solucdo também desconhecida, se obtém com ajuda

de procedimentos heuristicos”. (Ballester, 1992: 407)

2.2-TENDENCIAS DE RESOLUCAO DE PROBLEMAS

O processo de resolucdo de problemas no ambito da Matemética tem estado
condicionado pelo contexto historico, o fendmeno da educagdo como expressdo da

superstrutura da sociedade.

Na obra de (Delgado, 1999): “Do ensino da resolu¢do de problemas matematicos. Dos
elementos fundamentais para alcancar sua eficacia: A estruturacdo sistematica do
conteudo de estudo e o desenvolvimento das habilidades gerais matematicas” se
apresenta uma cronologia relativa a resolucdo de problemas moldado em trés etapas
fundamentais, desde a antiguidade até 1945 (ano em que os trabalhos de Polya G.
marcam uma pauta a este fendmeno), desde 1945 até 1980, e desde 1980 até a
actualidade, tomando como referencias, a declaracdo da National Council of
Supervisors of Mathematics dos EE.UU. (1977), na qual se expressa que “aprender a

resolver problemas é a raz&o principal do estudo da matematica”.

Em cada uma destas etapas, ao estudar o papel da resolugédo de problemas e as
estratégias empregues para seu tratamento, se reconhece que se realiza de trés formas,
tendéncias ou enfoques fundamentais segundo sua denominacdo que em obras tais
como: (Campistrous, 1998), (Vilanova, 1999), (Gaulin, 2001), ou em tese doutoral
como as de (Delgado, 1999), (Llivina, 1999), (Jiménez, 2000), (Ferrer, 2000),
(Rebollar, 2000) y (Alonso, 2001), entre outros.

16



2.2.1 RESOLVER PROBLEMAS COMO CONTEXTO
A partir desta concepcdo, os problemas sdo utilizados como veiculos ao servi¢o de

outros objectivos curriculares, representando as seguintes, relacbes em (Vilanova,
1999):

Como uma justificacdo para o estudo da matematica: pelo menos alguns problemas
relacionados com experiencias de vida quotidiana sdo tratados para mostrar o valor da

matematica.

Para prover especial motivacdo a certos temas: o0s problemas séo frequentemente usados
para introduzir temas, como convencer implicita ou explicitamente para favorecer o

tratamento de um determinado assunto.

Como actividade recreativa: mostram que a matematica pode ser “divertida” e que ha

casos divertidos para 0s conhecimentos matematicos.

Em qualquer destas formas, os problemas sdo usados como meios para algumas destas
metas; ou seja, a resolucdo de problemas ndo é vista como uma meta em si mesmo,

sendo como facilitadora da realizagéo de outros objectivos.

Segundo o doutor espanhol Juan Anténio Garcia Cruz em (Garcia e outros, 2000), esta
interpretacdo se refere a proposicdo de mais problemas aos estudantes, usar aplicacéo

dos problemas da vida diaria das ciéncias, geralmente na final das unidades tematicas.

Este enfoque de emprego da resolucdo de problemas é muito importante para as
Matematicas Superiores, sobre tudo nos cursos de engenharias, ja que permite enfrentar
problemas com contextos provenientes do perfil dum licenciado, nesses que necessitam
aplicar os métodos e/ou procedimentos estudados para poder resolve-los e interpretar
suas solugbes em contexto de onde eles surgiram; ndo obstante, este ndo deve ser o
unico foco a usar, pois também devem formular-se, com um papel activo dos sujeitos
intervenientes no seu tratamento e quando for necessario deverdo realizar-se
intercambios encaminhados a fazer consciéncia destes sujeitos sobre 0s passos que vao

decorrendo durante a solucao dos problemas e dos niveis de avango que eles véo tendo.

17



2.2.2 RESOLVER PROBLEMAS COMO HABILIDADE

A resolucdo de problemas € frequentemente vista como uma de muitas habilidades a
serem ensinadas no curriculo. Ela compreende 0s seguintes passos:

Compreender o problema

Questdes como:

Qual é a incognita? Quais sdo os dados? Qual é a condicdo? E a condicdo suficiente
para determinar a incognita? E insuficiente? Redundante? Contraditoria?

*Conceber o plano

Ja se deparou com um problema semelhante? Se sim, esboce-o de uma forma
ligeiramente diferente?

Conhece algum problema relacionado a este? Conhece algum teorema que o mostre ser
util? Olhe atentamente & incognita e tente recordar um problema familiar que tenha a
mesma incognita ou uma incégnita similar.

Ha um problema relacionado ja resolvido? Vocé poderd usa-lo? Podera utilizar seu
resultado? Podera empregar seu método? O que faria se faltasse introduzir

algum elemento auxiliar a fim de poder utiliz&-lo a seguir?

Poderia enunciar o problema de outra forma? Poderia esbocar de forma diferente
novamente? Refira-se das definicdes.

Se ndo pode resolver o problema proposto, trate de resolver primeiro algum problema
similar. Poderia imaginar um problema analogo um tanto mais acessivel? Um problema
geral? Um problema particular? Um problema anélogo? Pode resolver uma parte do
problema? Considere s6 uma parte da condigéo; descarte a outra parte; Em que medida
a incognita agora determina? Em que forma pode variar? Pode deduzir algum elemento
uatil dos dados? Pode pensar em alguns outros dados apropriados para determinar a
incégnita? Pode trocar a incognita? Pode trocar a incognita, os dados ou ambos se
necessario, de tal forma que a nova incdgnita e 0s novos dados estejam mais proximo
entre si?

Foram usados todos os dados? Foram empregues todas condi¢fes? Foram consideradas

todas nogdes essenciais concernentes ao problema?
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*Executar o plano
Comprove cada um dos passos, ao executar seu plano da solugdo. Pode verificar
claramente que 0 passo é correcto? Pode demonstra-10?

*Examinar a solucéo obtida.

Pode verificar o resultado? Pode verificar argumentando? Pode obter o resultado em
forma diferente? Pode ver isto de novo? Pode empregar o resultado ou o método em
algum outro problema?

Depois de George Polya a quantidade de modelos propostos formam uma ampla lista:
Fridman (1979), Jungk (1982), Zillmer (1981), Mason (1989), Schdenfeld (1985), Bell,
T. (1992), Horst (1990), De Guzméan Ozéamiz, (2005), Algarabel (1996), Rivero Pérez
(2002), entre outros. De maneira que, a tarefa de avaliar tudo e sintetizar suas
caracteristicas essenciais, satisfazer outros pontos de vistas e até preferéncias dos
leitores, sem excluir a possibilidade de que se escape algum modelo pontualmente
localizado dentro da grande rede de informagéo, resulta de uma tarefa tendente ou
impossivel.

Por tais motivos se toma o modelo de George Polya como paradigma para este trabalho
porque, sendo classico, mantém sua vigéncia e simplicidade, e como piv6 sobre ele se
critica isto ou supera todos outros.

A relevancia do modelo de Schoenfeld, que ao mesmo tempo ele o torna mais
complexo, ao considerar quatro categorias necessarias para a compressao de forma em
que os alunos resolvem os problemas: Recursos cognitivos, Estratégias heuristicas,

Estratégias metacognitivas e sistema de convicgdes.

2.3-ADECUACAO DO MODELO DE POLYA A SOLUCAO DE PROBLEMAS
DE INVESTIGACAO OPERACIONAL

N&o obstante a pertinencia demostrada do Modelo de Polya para a resolugdo de
problemas matematicos, a resolucdo de problemas de optimizacdo em Investigacédo
Operacional pode ser reformulada em funcdo da linguagem e a terminologia que se

emprega neste tipo de problemas.

Nestas circunstancias se considera o modelo proposto em (Castillo, 2001), cujas
primeiras quatro fases sdo respectivamente semelhantes as propostas no modelo de

Polya, e se soma uma quinta fase, propria dos investigadores, que enfrentam problemas
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de optimizacdo reais e devem, ndo sO interpretar a soludo obtida do problema na

realidade donde surgiu, mas implementar os resultados obtidos na prética.

Em esséncia, as fases que se propde (Castillo, 2001) para a solugdo de problemas de

Investigacdo Operacional sdo:

1-Formulacéo e definicad do problema de optimizagdo

2-Construcéao do modelo

3-Solugdo do modelo (métodos, algoritmos, implementacao computacional)
4-Validacdo do modelo

5-Implementacao de resultados

Em seguida se mostra uma breve explicacdo de cada uma das fases:

1-Formulacgdo e definicdo do problema de optimizacdo: Nesta fase do processo é
necessario fazeruma descricdo dos objectivos do contexto, quer dizer o que se deseja

optimizar;
identificar as variaveis implicadas, sejam elas controlaveis ou nao;
determinar as restricdes do sistema.

Também ha que se ter em conta as alternativas possiveis de decisdo a tomar e as

restricdes para produzir uma solucao adequada.

2-Construcdo do modelo: Nesta fase, o investigador de operagdes deve decidir o
modelo a utilizar para representar o sistema (contexto). Deve ser un modelo tal que a
relacdo das variaveis de decisdo com os parametros e restricbes do sistema seja clara.
Os parametros (ou quantidades conhecidas) se podem obter ja, seja a partir de dados

historicos ou serem estimados por meio de algum método estatistico.

3-Solucéo do modelo: Uma vez que se tem 0 modelo, se procedea solugcdo matematica
empregando as diversas técnicas e métodos matematicos para resolver problemas e
equacOes. Deve se ter em conta que as solugdes que se obtem neste ponto do processo,
sdo matematicas e se devem ser interpretadas no mundo real. Tambem, para a solugéo
do modelo, se devem realizar anélises de sensibilidade, quer dizer, ver como se
comporta 0 modelo ao existir troca nas especificacfes e parametros do sistema. Isto é
feito, devido a que os parametros ndo sd8o necessariamente precisos e as restri¢oes

podem estar equivocadas.
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4-Validacdo do modelo: A validacdo de um modelo significa determinar se esse
modelo pode predizer com certeza 0 comportamento do sistema. Um método comum
para provar a validez do modelo, € sujeitar isto a dados passados disponiveis do sistema
actual e observar a reproducdo das situacdes passadas do sistema. Mas como nao ha
seguranca de que o comportamento futuro do sistema continue replicando o
comportamento passado, entdo sempre se deve estar atento as possiveis trocas, para
poder ajustar ou reformular o0 modelo, para entdo voltar a soluciona-lo e continuar com

0 resto dos [passos.

5-Implementacdo dos resultados: Uma vez que se tenha obtido a solugdo, o Gltimo
passo do processo é implementar esses resultados e dar conclusbes e indicagdes de
accdo para a optimizacdo do sistema. Se o modelo utilizado pode servir a outro
problema, é necessario revisar, documentar e actualizar o modelo para suas novas

aplicacdes.

Uma representacdo esquematica deste modelo é:

Formulagéo Modelacéo Solugcdo  Validagao Implementacéao
A
! Possivel reformulacéo

S

Figura 1: Esquema da resolugédo de problemas

2.4-ALGEBRA LINEAR VERSUS PROGRAMACAO LINEAR

A inclusdo desta seccdo neste capitulo, tem como propdésito fundamental, em forma
resumida e clara, realcar a aplicabilidade da Algebra linear na resolucdo dos problemas

de optimizagéo do dia-a-dia.

Em programacéo linear se desenvolvem técnicas e métodos para tratar os problemas de
optimizagéo, que se modelam mediante um sistema de restrigdes e uma funcéo, que € a

que queremos optimizar, ambas lineares.

Em particular, em analise matematica I, estuda-se problemas de optimizacéo aplicando
0s métodos de substituicdo e de multiplicadores de Lagrange, 0os quais sO se podem
implementar no caso de fungdes com extremos ordinarios, o qual constitui uma

limitacdo. Os métodos de programacéo linear se aplicam s6 a problemas de optimizacéao
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linear, que ndo apresentam a limitacdo mencionada anteriormente. Problemas deste tipo

sdo 0s seguintes:
Problema 1

Uma alimentacdo econdmica para gados deve conter obrigatoriamente quatro tipos de
componentes nutritivos A, B, C e D. A industria alimentar produz dois alimentos M e
N, que contem estes componentes. Um kg de alimento M contem 100 gr de A, 100 gr de
C, e 200 gr de D; um kg de alimento N contem 100 gr de B, 200 gr de C e 100 gr de D.
Um animal deve consumir diariamente, quando menos, 0,4kg de A; 0,6kg de B, 2kg de
C e 1,7kg de D. O alimento M custa $ 10.00 por kg e N custa $ 4.00 por kg. Que
quantidades de alimentos M e N se devem utilizar diariamente por animal, para poder

realizar a alimentacdo adequada em forma menos custosa?

2.4.1-0S PROBLEMAS DE PROGRAMAGCAO LINEAR

Em geral, um problema de programagcao linear se pode descrever da seguinte maneira:

Dado um sistema de m equacfes ou enequac@es lineares com n variaveis incognitas, o
problema consiste em achar solugdes ndo negativas do sistema que optimize

determinada func&o linear das n varidveis incognitas.

As equacdes ou enequagdes lineares do sistema se denominam restri¢des e a funcdo que

se deseja optimizar se chama funcéo objectivo.

Em outras palavras, o problema consiste em maximizar ou minimizar uma certa funcao
linear f (x4, x,,...,x,)que por ser linear se pode expressar em forma c;x; + cx, + -+ +
CnXn, COM este sistema o sistema de restrigdes: a;1x; + ajpxy + - + A X {<S, =, 21b;
para todo i = 1,..,mex; = 0 para todo j = 1,...,n. A restricdo x; = Ose denomina

restricdo de ndo negatividade.

Os coeficientes cy, ¢y, ..., c,S40 NUMeros reais e os sinais{<, =, >} significam que as

restricdes podem estar dadas em qualquer das seguintes formas:
aj1Xq + AixXo + -+ AinXn < bi
A1 X1 + Ajpxy + -+ ajpx, = b;

ailxl + aizxz + b + al'nxn 2 bl
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Uma forma abreviada de expressar um sistema de restricdes tem sido a utilizacdo do

simbolo de somatdrio. Assim, da primeira das formas anteriores resulta:

n
2 ainj < bi
Jj=1

As solucdes do problema que satisfagam todas as restricdes se denominam solugdes
factiveis, se ademais, optimizam a funcdo objectivo se chamam solucGes factiveis

Optimas.

O objectivo de resolver um problema de optimizacdo € investigar se existem solucdes

factiveis 6ptimas e em caso afirmativo, determina-las.

Em particular, um problema de optimizacdo que se descreve mediante um sistema de
equacOes ou inequacdes lineares com duas ou trés restricbes, se pode resolver

graficamente, como mostraremos no seguinte exemplo:

Exemplo 1

A modelagdo matemética de um problema é:

max.Z = 2x; + x5 (1)

3x; +5x, <15 (2)

5x; + 2x, <10 (3)

X1,%, =0 (4)

Representaremos as restricbes em um sistema de coordenadas cartesiano. As restri¢cdes

x; = 0,x, = 0 representam o primeiro quadrante (ver figura 2)

Figura 2
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Observe-se que, cada restricdo representa um semi-plano e que ambas x; > 0e x, =0

representam a interseccdo de dois semi-planos. As restantes restricdes representam
analogamente outros semi-planos.

Figura 3

-
x
A "

A regido do plano OACB, sombreada na figura 3,representa o conjunto de solucdes
factiveis deste problema. Teremos que achar agora as solugdes factiveis dptimas, que

serdo as que optimizem a fungdo objectivo: Z = 2x; + x,.

Observe-se que para cada valor de Z constante Z = k, a equagcdo 2x; +x, =k
representa uma recta. Escolhamos um valor de k tal que dessa recta intersecta a regiao

sombreada. Seja k=2; a equacdo da recta [ é 2x; + x, = 2.(ver figura 4)

Figura 4
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Os pontos sobre a recta [ que pertencem a regido sombreada OACB, séo as solugdes
factiveis que ddo a funcdo objectivo o mesmo valor Z=2. Se queremos achar o valor
maximo da funcdo objectivo Z sobre a regido sombreada, facamos variar o valor de Kk,
ou gue € o mesmo, transladarmos a recta [ até ocupar a posicdo do ponto ¢ que

representard a solucéo factivel 6ptima do problema proposto. (ver figura 5)

X2

Pode-se resolver agora graficamente o problema 1, proposto no inicio desta secgéo.
Problema 1. Solucéo:

Sejam x; e x, as quantidades de alimentos M e N respectivamente, que ha de se

administrar diariamente a cada animal. A fungdo objectivo neste caso é:
Min.Z = 10x; + 4x,
Sujeito ao sistema de restrigoes:

( 0,1x; > 0,4

0,1x, = 0,6

0,1x; + 0,2x, = 2

L 0,2x; +0,1x, = 1,7

X1,Xp >0
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Este modelo Matematico equivale também ao seguinte:
Man = 10x1 + 4x2

Sujeito ao sistema de restrigoes:

xq + 2x, = 20

2x, +x, > 17

X1, =0

Representemos as restrigdes em um sistema de coordenadas cartesiano.

Na figura 6, a regido sombreada representa o conjunto de solucBes factiveis deste

problema.

Figura 6

e

X1=4

X1+2X2=20 \—
10

AN
s

e ———1

2X1+X2=17

Para achar as solugfes factiveis, que sejam as que optimizem a funcdo objectivo

Z = 10x; + 4x,, facamos Z=k.

A equacgdo 10x; + 4x, = k representa uma recta para cada valor de k (ver figura 7).
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Os pontos sobre as rectas r, s etc., para distintos valores de k, que pertencam a regido
sombreada, sdo as solucdes factiveis que ddo a funcdo objectivo o valor de k
correspondente.

O ponto A, representa uma destas solucdes factiveis, pelo que ndo € o 6ptimo:

Se queremos achar o valor minimo da funcao objectivo Z,transladamos a recta até
ocupar a posicdo da recta [ pelo ponto A, que representa a solucdo factivel 6ptima do
problema proposto. O ponto A de coordenadas x; = 4,x, =9 é a solucdo dptima

buscada.

Agora bem, os problemas de optimizacdo nao se podem resolver graficamente quando o
namero de incognitas é maior que trés, o qual é frequente; portanto, € necessario estudar
um conjunto de definicbes que fundamentam um meétodo que permita resolver estes

problemas.
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2.4.2-CONJUNTOS CONVEXOS

As definicdes que serdo apresentadas nesta sec¢do Sdo necessarias para encontrar vias

de solucéo analitica aos problemas levantados.
Definigéo 2.1- Conjunto Convexo

Um subconjunto X de R™ é um conjunto convexo , se qualquer que sejam x; e x, de X,

0 segmento x; x, que 0s une estd completamente incluido no subconjunto X.

Dizer que, X sera um conjunto convexo significa que x; e x, pertencem a X, quaisquer
que sejam A, e A, numeros reais ndo negativo e tais que 1, + 1, =1, entao A,x; +
A,x, pertence a X. A tais combinacdes lineares se denominam combinacdes lineares

comvexas.

Na figura 8 a) e 8 b) se mostra graficamente exemplos de conjuntos convexo e ndo

CONVeXxos.
B C
T X
Al D
F E . X
Figura 8 a) Figura 8 b)

Cada um dos segmentos AB,BC,...,FA, se denomina aresta do conjunto convexo.
Exemplo 2
As rectas e semi-planos sdo conjuntos convexos.

Apresentaremos em seguida algumas propriedades e teoremas importantes dos

co nj untos convexos.

Teorema 2.1:0 conjunto S, de todas as solugdes factiveis do modelo de Programacéo
Linear, ¢ um conjunto convexo’.
Demonstragdo: é suficiente mostrar que:
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i) AX;+ (1 — )X, €S;

iAX;+ (1 —-A)X, = 0.

Para se mostrar i) basta notar que,

SeX; ESe X, €ES= Ax; = b e Ax, = b; Assim, A (1X; + (1 —1)X;) =ALX; + (1 —
AMAX,=Ab + (1 — A)b. Logo, A (AX; + (1 —1)X,)=b

Para se mostrar ii):X; >0eX, >0 = AX; >0 e (1 —-21)X, = 0; assim temos que
AX;+(1-21)X, > 0.

Logo, AX;+ (1 — 1) X, €S, portanto, S é convexo.

Definicéo 2.2-Pontos Extremos

Um ponto x € um ponto extremo de um conjunto convexo X, se ndao existem pontos X, e

X, de X, X; # X, tais que x esta no interior do segmento de recta X; X5.
Exemplo 3

No conjunto convexo representado na figura 9, os Gnicos pontos extremos que existem

sdo os Vvértices do triangulo ABC.

C

A B Figura9

Definicédo 2.3- Pontos Extremos Adjacentes

Dois pontos extremos distintos x; e x, de um conjunto convexo X sdo pontos extremos
adjacentes, se 0 segmento de recta que 0s une constituem uma aresta do conjunto

convexo.
No exemplo 3, todos os pontos extremos sdo adjacentes (ver figura 9)

O conjunto convexo representado na figura 8 a), os pontos A e B e os pontos B e C séo

pontos extremos adjacentes, e 0s pontos A e C, néo sao.
Variaveis de folga e de excesso

Analisemos agora, o problema de resolucao de um sistema de restrigdes:
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A1 X1 + Appxy + o+ QX {S, =23 =1,...,m;j =1, ...,n)

E 6bvio que, é muito mais conveniente trabalhar com equacdes do que com inequacoes.
Com o fim de trabalhar com equagdes introduziremos varidveis adicionais, chamadas

variaveis de folga e de excesso com efeito, se termos a restricao:

Yj=1aij%; < b; 1)

Definimos uma nova variavel x,,; > 0da forma x,,; = b; — Y., a;;x;. Entdo a
equacdo pode ser expressa na forma: ¥7_; a;jx; + Xp4; = by X4 € uma variavel de
folga.

Analogamente, se termos a restrigdo: Y.7_; ax;x; = by @)
(k=1,..,m;j =1,..,n), definimos uma nova variavel x,,,, = 0 da forma:

Xn+k=27=1axjX; — by € obteremos uma equagao da forma:

2j=1kjXj — Xpik = by. Xn4r€ UMa variavel de excesso.

2.43-REPRESENTACAO STANDARD DE UM PROBLEMA DE
PROGRAMACAO LINEAR

Mais adiante trbalharemos com problemas expresso na denominada forma standard,
cuja representacdo matricial é: AX=b, X=0 max.(min.) CX, onde A é uma matriz de

ordem m X n e X é uma matriz de ordem n x 1.

Suponhemos em seguida que o0 rango da matriz A é m (r(A) = m) e que m < n; 0 que
significa que no sistema de equagBes ndo h& equagdes linearmente dependentes de

outras equacdes do sistema e que este sistema tem mais do que uma solucéo.

Como sabemos, mediante a representacdo matricial AX = b, é possivel associar a estes
problemas dois espagos vectoriais: 0 espaco vectorial R™que contém em particular os
vectores coluna a; da matriz A (j = 1,...,n) e 0 espaco vectorial R™ que contém em

particular os vectores solucdo de X.

A seguinte definicdo sera de grande utilidade no que se segue.
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Definicdo 2.4:Dado um problema de programacéo linear expresso em forma standard
AX=b; X=0, max.(min.) CX onde A é de ordem m X n e r(A) = m, se diz que uma

submatriz B de A é uma base, se B é de ordem m ndo singular.

E dizer que, B estd formada por m colunas linearmente independentes, que podemos
identificar com uma base do espaco vectorial R™.

2.4.4-SOLUCAO FACTIVEL BASICA

Formularemos a continuacao, da definicdo de solucdo factivel basica.

Definicao 2.5:Dado o problema de programacéo linear em forma standard max(min.)
CX sujeito a AX= b, X=0, onde A é de ordem m xn(m <n) e r(A) =m ; uma
solucdo factivel X do problema é uma solugdo factivel basica, se a0 menos n —m

incognitas tomam o valor zero.

As n —m incognitas livres que tomam o valor zero se denominam variaveis ndo

basicas. As restantes variaveis sao basicas.

Exemplo 4

Achar alguma solucdo béasica do problema de programacao linear:

max. 2x; + x3
sujeitoa: [ x; +x3 =4
{xz +5x3 =5
X1 ,%X2,%X3 =0

1 01

0 1 5) tem rango 2, portanto, 0 numero de incognitas

A matriz deste sistema, A:(
livres na solugdo é n — m =1.

Para determinar uma solucdo basica bastara atribuir o valor zero a incognita xs.

Obteremos:x; = 4;x, = 5. Onde a solucgéo factivel bésica é:

)
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X1
Observe-se que no exemplo anterior, o sistema de equagdes dado: (1 0 1) : <x2> =

(5)

(1 0\ %1 1 _(4
Se pode expressar na forma.(0 1).(x2) + (5) X3 —(5) (1)
Em que ((1) (1)) € uma submatriz da matriz A, do mesmo rango que A e nao singular.

Se denotamos por B:(é (1)) Xg = (x)R = (é) Xr = [x3],da equacdo matricial

(1) se obtem:BXp + RXp = b.Pelo que, para achar as variaveis basicas fazemos
Xr = 0(x3 = 0), essas variaveis basicas sdo a solucdo do sistema de equacdes BXp =

b cuja matriz é ndo singular e portanto:X; = B~1b.

Uma solucdo bésica do sistema esta formada pelas variaveis basicas Xz e as variaveis

ndo basicas denotadas por X.

Logo X = (Xg, Xz) é uma solucdo bésica do problema dado, se existe uma matriz B, tal
que X =B~ b e Xp=0; X > 0.

No teorema a seguir, se estabelece uma relacdo entre as solucdes factiveis béasicas e,0s

pontos extremos do conjunto de soluc@es factiveis.

Teorema 2.2:Em um problema de programacdo linear, as solu¢Bes basicas sdo pontos
extremos do conjunto de solucdes factiveis. No exemplo desta seccdo, as solucdes

béasicas sdo pontos 0,A,B e C do gréafico das solucdes. (ver figura 3).

Demonstragdo (=): Suponhamos que X é uma solugdo bésica factivel, entdo teremos
XT ={XTpXT\} = {XT507,}, AX=b = BX = b. Suponhamos agora pelo contrario
que X ndo é um ponto extremo, havera dois pontos factiveis Y e Z diferentes de X, tais
que: X=a¥Y+(1—a)Z, 0<a<1; YyZy=0,0=Xy=Yy=~Zy, Por outro lado,
para as variaveis basicas: BXz = BYy = BZg =b =Yz = Zg = Xz, 0 que é uma
contradicdo, quer dizer que X é um ponto extremo.

(&) Suponhamos agora que X € um ponto extremo, entdo X é factivel, logo AX =
b (X = 0).Separando as t componentes nulas: X7 = {XT, X7} ={XT, 0T }(b+t=
n), admite-se que o numero de elementos de X, € diferente de m. Se obtera: AX =b =

Ap X, = b(Appoderad ndo ser quadrada).
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Se as colunas de A, sdo independentes, X é uma solugdo béasica admissivel, o que
queriamos demonstrar. Suponhamos agora pelo contrério que as b colunas de A,sao
linearmente dependentes. Se podera encontrar um vector ndo nulo p tal que A,p = 0.0s
pontos (Xg + ap) e (Xgp—ap) serdo admissiveis Va: Ap(X, £ ap) = ApX, =
aApp = b, Va. Por hipbteses X, > 0.Para pequenos valores de € se obterd que:X, +
ep >0, X, —ep >0, agora pode se observar que X se pode expressar como
combinacéo linear de pontos admissiveis, 0 que é uma contradi¢do porque X é um ponto

Xb}_l{Xb+sp}+l{Xb—sp
Ot - Ot 2 Ot

conclui que se X é um ponto extremo, é também uma solugéo béasica factivel.

extremo.Com efeito, se pode escrever :{ } daqui, se

Teorema 2.3: Dado um problema de programacéo linear em forma standard:
(1) Se existe uma solucéo factivel, entdo existe uma solucao factivel basica.
(2) Se existe uma solucdo 6ptima, entdo existe uma solucao 6ptima bésica.

Este teorema, que se conhece como o teorema fundamental de programagao linear,
permite restringir o campo das solugdes no qual devemos trabalhar, que sdo as solucbes

basicas.

Demonstracéo:

(1) Sejam A4, A,,..., A, 0s vectores coluna da matriz A. Suponha que X = (x{,x5 , ...,
X,) seja uma solucdo factivel. Entdo, em termos das colunas de A, esta solucdo satisfaz:
XA + XA, +...+ x,Ap=b(1)
Suponha que exactamente p das variaveis x; sao maior do que zero e, por conveniéncia,
que estas sdo as p primeiras variaveis. Entdo podemos reescrever (1) como
X1A1 + XA, +...+x,A=Db (2)
Temos entdo que considerar dois casos, dependendo se o0s vectores Ay, Ay, ..., ApSdo
linearmente independentes (LI) ou néo (LD).
Caso 1: Suponha que Ay, Ay, ..., A, sdo LI. Entdo p <m. Se p = m, a solugdo é uma
solugdo basica . Se p < m, entdo podemos seleccionar m — p vectores entre 0s n — p
restantes tal que o conjunto dos m vectores formado por Ay, 4,, ..., A,e 0s m —p
escolhidos sdo LI, pois o posto de A é m. Atribuindo o valor zero as m — p variaveis
correspondentes, obtemos uma solucdo basica factivel (degenerada neste caso).
Caso 2: Suponha que Ay, A, ..., Apsdo LD. Entdo, por definicdo de LD, existe uma
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combinacdo nao trivial destes vectores que é nula. Isto €, existem constantes y,, y,...,
Yp-cOmM pelo menos uma delas positiva, tal que y;A; + y,A; +...+ y,Ap=0 (3)
Multiplicando (3) por um escalar ¢, e subtraindo de (2) obtemos

(X1 - €y1)A; + (Xz- €y2)A; +...+ (Xp- €yp)Ap=b (4)

A expressao (4) é vélida para qualquer ¢ e, para cada &, as componentes x;- €y;
correspondem a uma solucéo de (4) , embora a restricdo x;— €y; > 0 possa ser violada.
Fazendo Y = (y1,y2 , --¥p » 0, 0, ....,0) vemos que, para qualquer & , uma solugéo de (4)
é: X—¢Y (5)

Para € =0, X é a solugdo béasica factivel original. Quando ecresce a partir de zero, as
componentes de X podem aumentar, diminuir, ou permanecerem as mesmas,
dependendo se os valores correspondentes de y; sdo negativos, positivos ou nulos.
Como estamos supondo que pelo menos um dos valores de y; é positivo, pelo menos
uma das componentes diminui quando & aumenta. Vamos aumentar € até que uma ou
mais das componentes tornam-se nulas, isto é, vamos considerar o seguinte valor de ¢ :
€= min{;—i:yi> 0} (6)

Para este valor de &, a solucdo dada por (5) é factivel e possui no maximo p — 1
variaveis positivas. Repetindo este processo, se necessario, podemos eliminar as
varidveis positivas até que se tenha uma solucdo factivel com as colunas
correspondentes LI, situacdo onde o caso 1 se aplica.

(2) Agora suponhamos que X é uma solucdo Optima. Usa-se o procedimento andlogo ao
anterior isto é: Suponhamos que X = (x4,X; , ..., X,) Seja uma solu¢do Optima. Entdo,
em termos das colunas de A, esta solucdo satisfaz:

X181 + XA, +...+ x,A,=b(2)

Suponhamos que exactamente p das varidveis x;s80 maior do que zero e, por
conveniéncia, que estas sdo as p primeiras varidveis. Entdo podemos reescrever (1)
como

x1A1 + XA, +...+x,A= Db (2)

Temos entdo que considerar dois casos, dependendo se os vectores Aq, A,, ..., Apsdo
linearmente independentes (LI) ou ndo (LD).

Caso 1: corresponde ao caso LI e é tratado exactamente da mesma forma como acima.

Caso 2: corresponde ao caso LD e também ¢é tratado da mesma forma como no caso
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correspondente a primeira parte da demonstracdo, mas neste caso temos que garantir
que X —¢€Y € Optima.Para isso é necessario mostrar que CY=0.Entdo nos temos C(X —
€Y)=CX, e a optimalidade de X — €Y depende da optimalidade de X.

Suponhamos pelo contrario que CY= 0.Agora escolhendo um numero real r com o
mesmo sinal de CY e : |r| = min{;—i:yi + 0}> 0.

Entdo X — rYé solucdo factivel. De facto

(1) Se y;=0, entdo x;— ry;= x;— r0 = x;>0;

(2) Se y; >0, entdo x;— ry; = xl—|%| yi:xi—%yﬁo.
14 i
~ Xj |Xi Xi
(3) Se y; <0, entdo x;—ry; = xi+|y—i| V= xi+WYi = xi+_—yiyl- = 0.

Entdo nds obtemos CX > CX —rCY = C(X — rY). Mas isso contradiz a optimalidade de

X. Logo,CY=0 .Entédo conclui-se que X — eY¢é uma solucao éptima.

2.4.5-ESBOCO DO METODO SIMPLEX
O método simplex, devido a George B.Dantzig, € um procedimento iterativo que
permite realizar uma exploracio dirigida do conjunto convexo de solu¢des basicas, quer

dizer, do conjunto dos pontos extremos da regido das solugdes factiveis.

Para aplicar este método, necessitamos conhecer uma solucao basica desde o principio.
O método consiste em calcular em cada iteracdo uma solucdo que melhore cada vez
mais o valor da funcdo objectivo. Este método garantird que a mesma base ndo pode
aparecer nunca em duas iteracOes distintas, o que basta para assegurar a convergéncia
do processo, é dizer que, termina em um numero finito de passos. A aplicacdo deste

método determina que ocorra uma das seguintes possibilidades:
1.N&o existe solucao 6ptima finita.
2.Pode existir uma ou mais solugdes optimas.

Em qualquer dos casos, pelo teorema 2, existe uma solucdo factivel basica optima que,
pelo teorema 1,corresponde com um ponto extremo do conjunto convexo de solucOes
factiveis. No exemplo a seguir, veremos como dada uma solucdo factivel bésica, é
possivel obter outra que melhore o valor da fungdo objectivo. No grafico da figura 11,
observaremos como sdo uma e outra, dos pontos extremos adjacentes do conjunto

convexo de solugbes factiveis.
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Exemplo 5:max. x; + 2x;
Sujeito as restrices: [x; +x, < 2
x, <1
X,%, =0
Gréaficamente é facil resolver este problema (ver figura 10)

5 3

F 3

Figura 10

Para expressar este problema em forma standard, agregaremos as variaveis de folga

X3 € x 4, obtendo-se assim:

Max. x; + 2x,
Sujeito a

X1+ X+ x3 =2
X, +x4 =1

X1,X9,X3,X4 =0

=

0 )

e b:[ﬂ uma base a constituir a submatriz formada pelas colunas 1 e 4.

A matriz deste sistema de equagdes lineares é:A= ((1)

Seja esta base B:[(l) (1)] , Entéo:
1 O] ' [2

0 111
X, = x3 = 0, que no grafico é o ponto A (ver figura 11)

Xp=B~1b = [ ] = [ﬂ ; logo, uma solucdo factivel bésica € x; = 2, x, =1,

Para esta solugéo o valor da funcéo objectivo é: 2+2x0 =2
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Se escolhermos agora como base a submatriz formada pelas colunas 1 e 2 da matriz A,

1 1
0 1

somro=[y 1L

Logo, outra solucdo factivel bésica é:x; =1, x, = 1, x3 = x, = 0, que no gréfico é o

entéo B:[ ] (Note-se que |é 1| =1+ 0; B € ndo singular), onde:

ponto C que é a solucdo 6ptima. Esta ultima solugdo melhora o valor obtido na outra

solucéo, ja que o valor da fungdo objectivo é:1 + 2.1 =3 > 2.

O algoritmo de simplex d& um critério sobre que vector na base se substituira e por qual
sera substituido. Contudo, ndo abordaremos sobre este critério no presente trabalho.

E necessario salientar, que a aplicacdo do algoritmo de simplex se realiza em forma
muito mais agil, com a construcéo e uso de uma tabela denominada tabela de simplex
em que aparece directamente, em cada iteracdo e com uma série de calculos que se

realizam sobre a mesma, a inversa da base com a qual se havia trabalhado.

2.5-PROBLEMA DE TRANSPORTE

O Problema de Transporte é talvez o mais representativo dos problemas de
Programac&o linear. E um problema de grande aplicagdo pratica, tendo sido estudado
por varios investigadores, embora tenha sido George B.Dantzing o primeiro a
estabelecer a sua formulacdo em programacao linear e a propor um método sistematico
de resolugdo. Como quaisquer problemas de programacdo linear, também este pode ser
resolvido pelo método Simplex. Porém, a sua estrutura propria permitiu a utilizagéo de
métodos que, embora derivados do Simplex, sdo mais eficientes. Existem muitos
problemas de programacédo linear, que podem ser formulados como de transporte,

apesar de, aparentemente, ndo existir qualquer relagdo com este tipo de problemas.

Definicdo 2.6: Este problema, é um dos particulares de programacédo linear, que
consiste em determinar a forma mais econdmica de enviar um bem disponivel, em

guantidades limitadas, em determinados locais para outros locais onde € necessario.

O objectivo deste problema é de minimizar o custo de todo o volume de transporte,

obedecendo as necessidades de recebimento do destino e capacidade de envio da
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origem, em que se supde que os custos unitarios de transporte de cada origem i para

cada destino j, c;; sdo proporcionais as quantidades transportadas x;; .

O problema cléssico de transporte surge com a necessidade de programar a distribuicao
Optima de um produto homogéneo que:

a) Encontram-se disponiveis em m origens nas quantidades fixas a;> 0 (oferta), com i =
1,2...,m;

b) E necessario em n destinos nas quantidades fixas bj> 0 (procura), comj=1,2, ..., n;

c) Deve ser enviado directamente para os destinos, esgotando as disponibilidades em
cada origem e satisfazendo as necessidades em cada destino (a procura total igual a

oferta total); Neste caso, o problema diz-se ser equilibrado ou balanceado.

Figura 11. Problema de Transporte em forma de Rede.

ORIGENS DESTINOS

dy

Oferta 44

A Figura 11 ilustra o problema de transporte sob a forma de uma rede com m origens e
n destinos representados por nos; os arcos que ligam as origens aos destinos

representam os percursos através dos quais o produto pode ser transportado.

Uma outra forma de representar este problema, consiste na utilizacdo de um quadro em

que,
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* Cada linha corresponde a uma origem,
* Cada coluna corresponde a um destino,
* A ultima coluna contém a informagao relativa as quantidades disponiveis nas origens,

e A tultima linha contém a informagdo respeitante a quantidades necessarias nos

destinos,

* Em cada quadricula (i, j) encontra-se a quantidade a transportar da origem i para

destino j, x;;, e o correspondente custo unitario de transporte c;; .
*A soma em linha dos x;; € igual a quantidade de a;
* A soma em coluna dos x;; € igual a quantidade de b;.

Quadro do Problema de Transporte.

estinos 1 2 e n Oferta
Origens
1 X11 C11 X12 C12 X1n Cin a,
2 X21 C21 X22 C22 Xon Con a,
m xml Cm1 me Cm2 e Xmn Cmn Am
Procura b, b, b, Za, _ Z
;=

2.5.1-FORMULACAO DE UM PROBLEMA DE TRANSPORTES

Seja: ¢;j— o custo de transporte de uma unidade de produto da origem i até ao destino j.
a;— A quantidade de produto disponivel para ser transportada de cada centro de oferta
I.

b; — A quantidade de produto procurada em cada centro de procura j.

x;; ~A quantidade de produto a transportar de cada centro de oferta i para cada outro

centro de procura j ao custo unitario de c;;.
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Com estas definicdes, a seguir, apresentamos 0 modelo matematico do problema de

transporte sob a forma simbolica e a forma genérica respectivamente:

m n
Minimizar Z = Z z Cij Xij
i

sujeito a

n

z x;j =a;(i=12,..m) Restri¢des de oferta

x;j = b; (j = 1,2, ...n) Restricdes de procura
i=1

x;j 20 (i=12,..m; j=1,2,..n) Restricdo de ndo negatividade
O problema classico apresenta uma estrutura especial, segundo a disposicdo das
restricdes, ou seja:
minimizar Z = c11X11 + C12X12 + €13X13 + *** + CninXmn

Sujeito a

B xll +x12 +x13 +-~~+x1n = a1

X1 + Xop + Xo3 + -+ Xy, =

X317 + X35 + X33+ -+ X3, = a3

X1+ X2 + Xz + -+ Xy = A,
X1+ X +x31+ 0+ X1 = by
X1p + Xop + X35 + o+ Xpp = by
X13 + Xp3 + X33+ -+ X3 = b3

Xin + Xop + X3p + -+ X = by

Com x;; = 0 Restricdo de ndo negatividade
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2.5.2-ARRANJOS NA FORMA GENERICA
Nota: Apresentamos a relacdo do modelo Matematico de programacao linear Simplex

Versus problema de transporte.

m n
Minimizar Z = z Z Cij Xij
i

Sujeito a

Xij = 0,i=1,...mj=1,..,n

Por norma o problema s tera solucdo se a quantidade total de procura for igual a

quantidade total de oferta, ou seja se ¥i2; a; = X1 b

Na maioria dos problemas reais a soma das disponibilidades € diferente da soma dos

requerimentos: oferta diferente da procura.

A resolucdo destes casos consiste em transforma-los na forma equilibrada (oferta igual a
procura) para depois se aplicarem os métodos descritos. Duas situacdes podem

acontecer:

a) A oferta é superior & procura (X a;> X b;). criar um destino ficticio cujo
requerimento € igual a diferenga entre a oferta e procura (X a; — X b; ) € com custos

de transporte nulos.

b) A procura € superior a oferta (Xa;<X b;): Criar uma origem ficticia com
disponibilidade igual ao excesso da procura em relagdo a oferta (X b; — X a;) € com

custos de transporte nulos.

O resto do processo de resolucdo é 0 mesmo que para 0s casos equilibrados (procura

total igual a oferta total), a Unica atencdo a ter é em relacdo a interpretacdo da solucéo
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Optima. Se por exemplo tivermos um destino ficticio, e existir transporte de uma origem
para esse destino, isso ndo significa que esse transporte se faz efectivamente, mas sim

que na origem ficam em armazém as quantidades que lhe estdo afectas na solucéo.

Se o total do produto a oferecer for superior ao total do produto procurado, entdo a
quantidade total a transportar sera apenas o limite dos produtos procurados ficando

alguns produtos em stock, na origem.

Se o total de produtos a oferecer for inferior ao total de produtos procurados, entéo a
quantidade total a transportar sera apenas o limite do produto oferecido, ficando alguma

procura por satisfazer.

A partir do momento em que fica garantido que ;2 a; = X7, b;, Pode-se formular o
problema de transporte com todas as restricdes sob forma de igualdade, pois se assegura
que toda quantidade oferecida terd destino e que toda quantidade procurada sera
satisfeita. Diz-se entdo que o problema esté equilibrado, Simbolicamente tem-se:

Minimizar Z = 3" ¥ ¢y x;; (1)

Sujeito a
Yi=1%Xij = a;; i=1,.,m (2
2?;1 xij = bj; ] = 1, e, n (3)

Xij 2 0,i=1,...mj=1,..,n

Portanto, embora a forma matricial é a forma mais Gtil de representacéo do problema de
transporte, suas equacfes matriciais sdo também Uteis para trazer algumas de suas
caracteristicas importantes. Para coloca-lo em sua forma de matriz é conveniente
multiplicar um conjunto de equacOes das restricdes por (-1), quer dizer, a equacao (3),

resultando em,
?=1xij =q ; i=1,...,m (4)
_2?;1xij = —bj} j=1,..,n

As equacOes acima em forma de matriz serdo: TX = B(5)
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Onde X € o vector coluna de elementos x;; que sdéo em nimero m X n. O vector coluna
B tem m + n elementos, m do tipo a; e n do tipo —b;. A matriz T € de ordem (m +

n) X (m.n)

2.5.3-DEFINICOES E ALGUNS TEOREMAS FUNDAMENTAIS DO
PROBLEMA DE TRANSPORTE.

Defini¢do 2.7: Uma solucdo factivel(admissivel) no problema de transporte é um

conjunto de variaveis (x;; = 0) se esta satisfazer as restri¢Ges de oferta e procura.

Definicdo 2.8:Uma solugdo factivel do problema de transporte diz-se solucdo basica

factivel (SBF), se o nimero total de variaveis positivas x;; € exactamente igual a

m+n-—1.

Definicdo 2.9:Uma solucgdo factivel do problema de transporte diz-se solucdo basica
factivel degenerada, se o numero total de variaveis positivas x;; € menor que m +n —

1.

Definicdo 2.10: Uma solucdo bésica factivel diz-se Optima se as variaveis duais

associadas u; ,v; Satisfazerem a desigualdade: u; + v; < ¢;; Para todas as células ndo

preenchidas.

Teorema 2.4:A condicdo necessaria e suficiente para que o problema de transporte

tenha solugdo viavel (admissivel) €: YiZ; a; = X%, b;
Demonstracéo (=)
Suponhamos que existe solugdo factivel, isto €37, x;; =a; (1) e X2, x;; = b; (2)
Somando as expressdes (1) e (2) m origens e n destinos respectivamente vem:
i1 Xj=1Xij = Ni=1 Qi ; Bi=q Xj=1%ij =Xj=1b; = LiZ1a; = Xj=1 bj.
(<) Suponhamos agora que Y2, a; = X7, b; = k> 0 e x;; =p;b;(i =1, ..., m) com

1
Bi#0epB; €R Y1 x;j =Xi=q Bibj =B Xjo1 bj = X1 xij = Bik = Bi= p g X

1 . i aib; . .
- a;, daqui, B; :%:xﬁ =—-2 (i=1,..,mej=1, .., n)ecomoa; =0e b; =0

Entdo x;; = 0, ou seja, existe solucdo factivel.

Teorema 2.5: O problema de transporte equilibrado ou balanceado tem sempre solugéo

Optima (finita).
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Demonstracdo: Seja Y;%; a; = X7, b; ,Neste caso, existe solugdo factivel, ou,

x;j = 0 (1). Por outro lado, pela hipotese do problema de transporte, tem-se, x;; <
min{a; b;} (2). Combinando as expressdes (1) e (2) tem-se:0< x;; < min{a;; b;},
como a regido factivel é ndo vazia, limitada e fechada, entdo existe solugdo Optima
finita.

Teorema 2.6: Se a;,e by Comi=1,2, ..., mej=1,2, .., n, sdo inteiros, entdo

qualquer SBF tem apenas valores inteiros.

Demonstragéo: Por 2.6.1 toda variavel basica pode ser escrita sob a forma x,,, =

min { ap, by}, comp=1,...,m; q =1, ..., n. Por outro lado pela hipétese todos os a;, b;
sdo inteiros, por 2.6.1 novamente, atribui-se a a; a diferenca entre a; com x,, € 0
mesmo acontece com b; até se suprirem todas as necessidades e esgotarem as

disponibilidades, claramente que todas as variaveis basicas para qualquer base também
sdo inteiras, pois 0 minimo de inteiros é sempre inteiro e a subtraccdo de dois inteiros é
sempre inteiro.

Teorema 2.7: No modelo de transporte, qualquer uma das equacgdes do sistema de

restricdes pode ser expressa como combinacdo linear das restantes.

Demonstragéao:

Sabemos que o sistema de equagdes lineares do modelo de transporte é:
Lixjj=a;;i=1,...m
je1Xij=bj;j=1,...n

Desta forma podemos escrever:
Xt Xt + X, =4

Xog +Xpp o+ X, =4,

g T X+ Xy =8
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Xpp+ Xp +o 4+ Xy =0y
Xip+ Xop 04 Xp =,

Xpp +Xpn +00+ X =b

A demonstracdo ndo perde generalidade se por exemplo verificarmos que a primeira

equacao se pode expressar como combinacéo linear das restantes.
Com efeito, se somarmos as n equacdes do segundo tipo de restricdes obteremos:

(X11+X12 +---+Xln)+(X21+X22 +"'erzn)""""'(xml + Xom "'+an):b1 +b, +---b,
Equacdo A. Se somarmos as equacdes do primeiro tipo de restricdes a partir da segunda

equacao obteremos uma nova equacdo que chamaremos de B ou seja:
(X21+X22+"'+X2n)+"'+(xm1+Xm2"'+xmn):a2+"'+am =B
A_B:(X11+X12+”'+X1n)+(X21+X22+'”+X2n)+“'+(xml+X2m'“+xmn)_

(X21+X22+"'+X2n)_"'_(xm1+Xm2"'+xmn)=b1+"'+bn —8, -8 —-—a

m

Ou seja

n m
Xy +eee+ X, = b, = > a, =a, Obteremos a primeira equagéo. Como A — B

j=1 i=2
Como A é combinacao linear das equacdes do segundo tipo e B é combinacdo linear de
m-1 equacgdes do primeiro tipo (ndo se inclui a primeira), entdo A — B é combinacdo

linear das equacOes do sistema a partir da segunda.

Como a primeira equacdo é igual a A — B, entdo fica demonstrado que a primeira
equacdo se pode expressar como combinacdo linear das restantes m+n-1 equacgdes do
sistema. Como consequéncia desta demonstracdo, podemos afirmar que nos problemas
de transporte, uma das equacdes do sistema é redundante e portanto se pode eliminar
ficando entdo o modelo com nxmvaridveis e n+m-1 restricGes, 0 que quer dizer, que

existirdo somente m+n-1 variaveis basicas.

Exemplo 6: Determine uma solugdo basica com: a;=2, a,=4, as=7, b;=3, b,=2, bs=4,
b4:2, b5:2
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Teorema2.8: Cada conjunto m+n-1 vectores LI do sistema de equacdes do modelo de

transporte reduzido pode ser arranjado como uma matriz triangular.

Este teorema também se pode enunciar da seguinte forma: “todas as bases do problema

de transportes sdo triangulares”.

A importancia deste teorema radica no facto de facilitar a resolucdo destes sistemas de

equacdes por métodos como o de substituicéo.
Demonstracéo:

Considerando a matriz T referida na equacdo (5) em (2.5.2), que possui m + n linhas,
mas ¢ de rango m + n-1. Com a exclusdo de uma linha de T ficamos com uma matriz T
com m + n-1 linhas, e que deve ser possivel encontrar m + n-1 coluna nesta matriz que
séo linearmente independentes. Seja A uma matriz de ordem (m + n-1) x (m + n-1) com
colunas linearmente independentes. Cada uma destas colunas, no maximo, pode ter dois
elementos diferentes de zero, um elemento 1 e outro -1, todas as colunas tém dois
elementos diferentes de zero, entdo a soma das linhas sera zero, e por isso a matriz A
vai ser singular o que significaria que as suas colunas ndo sdo linearmente
independentes. Isto sera uma contradicdo. Dai ndo é possivel todas as colunas
possuirem dois elementos diferentes de zero. O nimero total de elementos diferentes de
zero em A, por conseguinte, deve ser inferior a 2 (m + n-1).Uma vez que existem
apenas m + n-1 linha em A e cada linha tem de conter pelo menos um elemento
diferente de zero (do contrario, A ndo sera singular), deve haver pelo menos uma linha

com apenas um elemento diferente de zero.
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Eliminando esta linha e a coluna que contém apenas um elemento diferente de zero,
ficamos com uma matriz ndo singular de ordem m + n-2, e repetindo o argumento temos
de encontrar uma equagdo neste sistema contendo uma Unica varidvel basica, oque

prova que as variaveis basicas constituem um sistema triangular de equacdes.
Definicdo 2.11: Um sistema de equacdes lineares AX = b, é triangular se a matriz A se
pode arranjar como uma matriz triangular.

Exemplo: o sistema de equagOes anterior sera agora resolvido pelo método de retro

substituig&o.

11000 0 0] x, 3
01110 0 0}xy, 4
0 01 0 0 0 0}x,y, 2
0 00110 0fxy4|=4
0 0001 1 1} xgy 7
0 000 0 1 0}xy 2

1000000 1jXs5] |2

X1+ X, =3

Xog +Xp0F+ X, =4

X,y =2

Xp3+ X5 =4

Xgg + Xgg + Xg5 =7

Xg =2

Xg5 =2

Xy +2+2=7—X33=3

X,34+43=4—X,5=1

X, +2+1=4—>X%,, =1

X, +1=3—->X%,=2

Obtivemos assim uma solugdo original. Quando o sistema de equacdes é triangular
entdo pelo menos uma equacdo contem apenas uma variavel (que pode ser isolada
directamente) se substituir este valor no resto das equagdes do sistema obtém — se pelo

menos uma equagdo com uma incognita e assim sucessivamente até achar todas as

variaveis e isto consiste precisamente no metodo de retro substituicao.

Métodos para construcao de uma solucgéo basica inicial dos problemas de transporte.
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O algoritmo de transporte que estudaremos € igual ao método Simplex e parte de uma
solucdo bésica possivel para comecar as iteragcBes. A principio sdo conhecidos trés

métodos para construir uma solucéo bésica factivel, estes métodos séo:

1.Método da esquina noroeste ou canto noroeste
2.Método do custo minimo

3.Método das penalidades
Na seccdo adiante abordaremos somente sobre 0 método do custo minimo.
2.6-RESOLUCAO DE UM PROBLEMA DE TRANSPORTE

A resolucdo de um problema de transportes envolve, tal como outros problemas de

programacéo linear, 0s seguintes passos:
Passo 1. Obtencdo de uma SBA inicial.

Passo 2. Teste de optimalidade: se a SBA em presenca satisfaz o critério do 6ptimo, o

processo termina; caso contrario, continuar.

Passo 3. Melhoria da solugdo: calculo de nova SBA através da introducdo na base de
uma VNB em substituicdo de uma VB. Voltar ao Passo 2.

2.6.1- OBTENCAO DE UMA SBA INICIAL

Considere-se o problema definido através do Quadro do problema de transporte. De
uma maneira geral, 0os métodos que se apresentam para a obtencdo de uma SBA inicial,
apenas difere no critério de escolha da variavel a considerar como basica nos sucessivos

quadros:

* Escolher a primeira variavel basica, de acordo com o critério utilizado: Xpq
* Atribuir a x,, 0 maior valor possivel: x,, = min { a,, b, }

* Subtrair a a; € b; 0 valor de x,,.

Este processo repete-se até se anularem todas as disponibilidades e todos os

requerimentos.
Para obtencdo de uma SBA inicial apresentaremos o método do custo minimo.

» Método do Custo Minimo
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Este método, ao invés do anterior, tem em consideracdo a matriz dos custos de
transporte, pelo que, em principio, determina solucfes iniciais mais proximas da
solugdo dptima. Neste caso, a escolha da varidvel a tomar como basica, recai sobre

aquela de menor custo em cada quadro (em caso de empate, a escolha é arbitraria).

2.6.2 OBTENCAO DA SOLUCAO OPTIMA DE UM PROBLEMA DE
TRANSPORTE

Obtida uma SBA inicial, esta é submetida ao teste de optimalidade por um dos métodos
ou critério, isto é: Stepping-Stone ou Modi, passando-se em seguida a outra solucéo,
caso o critério respectivo ndo seja satisfeito; o processo repete-se até se obter a solucao
Optima. Neste trabalho aplicou-se 0 método de Modi.

» Método de Modi: Sejam u; e v; as variaveis duais associadas, respectivamente, as

restrices de oferta e de procura. A cada varidvel basica do problema primal (célula

preenchida) esta associada uma restrigao saturada do problema dual:x;; (VB do primal)

u. U = C... i A i :
& u; +v; = ¢;;. O algoritmo é composto pelos seguintes passos

Passo 1. Determinar uma SBA inicial;

Passo 2. Determinar as variaveis duais, fazendo u; = 0, e calcular as restantes usando as

células ocupadas;

Passo 3. Se u; + v; < ¢;; ou 0 < ¢;; —u; — v; para todas as células ndo preenchidas
entdo a solucdo € Optima; caso contrario, continuar no passo seguinte;

Passo 4. Seleccionar para a nova VB a célula para a qual se verifica u; + v; > ¢;; e que
conduza a um maior decréscimo no custo total. Transferir para essa célula o numero

méaximo de unidades possivel.
Voltar ao Passo 2.
2.6.3-OBTENCAO DE UMA NOVA SBA

A partir de uma SBA pode obter uma nova solucdo daquele tipo, através de
transferéncias de unidades entre células, o que constitui um ciclo. Dado que em cada

guadro os requerimentos e as disponibilidades tém que ser satisfeitos, sempre que se
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adicionam unidades a uma célula tém que se subtrair as mesmas unidades a uma outra
que esteja na mesma linha e a outra que esteja na mesma coluna. Assim, geralmente,

pode-se determinar um ciclo de transferéncias da seguinte forma:

* Procura-se uma célula preenchida na mesma linha da célula para a qual se pretende

transferir unidades,
* Na mesma coluna desta nova célula procura-se outra célula preenchida,

» Na mesma linha desta nova célula procura-se outra célula preenchida. Se esta Gltima
célula se encontrar na mesma coluna da célula para a qual se pretende transferir
unidades, o ciclo fica determinado; caso contrario, continua-se a pesquisa, até se

encontrar uma célula preenchida pertencente a essa coluna.

Nas celulas cujos valores podem sofrer diminuigdo, é associado um sinal (-) e nas
outras um sinal (+ ). A sequencia de células com (+ ) e (-) constituem um ciclo através
do qual se podem fazer transferéncias de unidades para a célula pretendida. O numero
méaximo de unidades que se podem transferir para aquela célula, de modo a se obter uma

SBA, através deste ciclo, é dado por: Min { x;; : x;; }¢ afectado de sinal (—) no ciclo.

2.6.4-PERCURSOS IMPOSSIVEIS

Podem ocorrer situacGes em que seja impossivel fazer o transporte de algumas origens
para alguns destinos. Nestes casos, podemos ainda aplicar as técnicas de resolucdo do
problema de transporte, bastando s6, penalizar esses percursos, com um M
arbitrariamente grande, fazendo c;; = M. Tal como no método das penalidades (do M
grande) no método do simplex, também aqui a resolucdo manual dispensa a atribuicao

de valores concretos a M.

A sequir, resolveremos por completo 2 problemas relacionados com o problema de

transporte.
Problema 2

Apbs os fogos dos ultimos anos, o comando central dos bombeiros decidiu instalar um
sistema de optimizacdo de deslocacdo de bombeiro para frente do fogo, em fungéo das

necessidades do momento.
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Num dado dia de verdo muito quente nas imediacGes de uma grande cidade, foram

dados cinco alertas de fogo, em outras tantas localizagoes.

A cidade em questdo tem quatro quartéis de bombeiro, como respectivos homens

prontos para combater 0s sinistros.

Devidas as boas condigbes de comunicagdes existentes com a populacdo, foi

rapidamente estimado o nimero de homens necessario para cada local.

A estimativa do tempo de viagem, em minuto, de cada quartel para cada fogo foi obtida

a partir de um sistema de informacdo geografica, previamente instalado no centro de

comando.

Pretende-se saber qual o plano de transporte dptimo dos homens, que minimize o tempo

de chegada dos mesmos aos locais onde lavram os fogos.

Os dados do problema estdo no quadro a seguir:

F1 |F2 |F3 |F4 | F5
Q1|11 |7 |40 |35 |36 |50
Q2|10 |9 30 |32 |28 |50
Q3|50 |60 |5 6 7 75
Q4|45 |52 |7 |4 |8 |75

60 |40 |50 |55 |45
Resolucéo:

a) Representemos primeiramente o problema em forma de quadro:

F1 F2 F3 F4 F5 Oferta
Q1 X11 |11 | x5 | 7 | x93 |40 | x4 |35 | x45 | 36 50
Q2 Xg1 [ 10| x55 [ 10 | xp3 | 30 | x5, | 32 | X35 | 28 50
Q3 X31 [ 90| x35 [ 90 | X33 |5 |x34 |6 |x35]|7 75
Q4 X41 |85 | X4p |45 [ x43 | T | X4a |4 | x45 |8 75
Procura | 60 40 50 95 45 250
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Onde x;; (i=1,2,....4; j=1,...,5) representam o nimero de homens/técnicos dos
bombeiros necessario para fazer presente a cada um dos locais de incéndio F1,F2,...,F5
disponiveis nos quartéis Q1,Q2,..,Q4.

b) Representagéo do problema em forma de rede:

Sendo a origem m = 4 e destino n = 5temos:

Origens

A
=

Oferta

Procura

h
=

=l
[¥.]

=l
¥ ]

Na representacdo do problema em forma de rede, cada uma das setas representa o
percurso a efectuar de cada quartel para cada determinada frente de incéndio, no

intervalo de tempo t;; que cada técnico/bombeiro levara para chegar as respectivas

frentes.

c) Formalizacdo do problema no modelo matematico:

Min.Z =11x3; + 7x15 + 40x13 + 35x14 + 3615 + 10x5; + 9x5, + 30x,3 + 32x,, +
28x55 + 50x31 + 60x3, + S5x33 + 6Xx34 + 7x35 + 45x41 + 52x45 + X435 + 4x4y +
8x4s
Sujeito a:
[ X117 + X132 + Xq3 + X14 + X415 = 50
Restri¢Oes de oferta

x21 + xzz + x23 + x24 + x25 == 50

X31 + X32 + X33 + X34 + X35 = 75

L X41 + Xg2 + X33 + X g4 + Xg5 = 75
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A

B X11 +x21 +X31 + Xg1 = 60

x12 + sz + X32 + X4_2 = 4‘0
Xq3 + Xp3 + X33 + X453 = 50 RestricOes de procura

X14 + X24 + X34 + Xg4q = 55

L X15 +x25 +X35 +X4_5 =45

xij = 0(0=1,2,...,4; j=1,...,5) Restri¢des de ndo negatividade

d) Solucdo do modelo (determinacdo da SBA pelo método do custo minimo)

Nota: o nimero de variaveis basicas no sistema de restricdes é dado por:m+n-1=4+5-

1=9-1=8. Neste caso, espera-se obter 8 variaveis basicas.

F1 F2 F3 F4 F5 Oferta
Q1 X1 |11 | x40 | 7 | x93 |40 | x4 |35 | x45 | 36 50
Q2 Xg1 | 10| x55 [ 10 | xp3 | 30 | x5, | 32 | X35 | 28 50
Q3 X31 [ 90| x35 [ 50 | X33 |5 |x34 |6 |x35]|7 75
Q4 X41 | 85 | X4p |45 [ X435 |7 | X4a |4 | x45 |8 75
Procura | 60 40 50 55 45 250

Primeira VB: 0 menor dos tempos € t,,, pelo que x4, = min { 75, 55 } = 55. O destino 4

fica totalmente satisfeito.

Segunda VB: 0 menor dos tempos é t53, Pelo que x35 = min { 75, 50 } = 50. O destino

3 fica totalmente satisfeito.

Terceira VB:0 menor dos tempos € tsc, Pelo que x35 = min { 25, 45 } = 25. Ficando

ainda por satisfazer com 20 homens o destino 5.

Quarta VB: 0 menor dos tempos é t;,, Pelo que x;, = min { 50, 40 } = 40. O destino 2

fica totalmente satisfeito.

Quinta VB: 0 menor dos tempos € t,s, Pelo que x,5 = min { 20, 20 } = 20. Assim

destino 5 fica totalmente satisfeito.
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Sexta VB: 0 menor dos tempos é t,,, Pelo que x,; = min { 50, 60 } = 50.Ficando ainda

por satisfazer com 10 homens o destino 1.

Setima VB: o menor dos tempos € t;;, Pelo que x;; = min { 10, 10 } = 10.Assim

destino 1 fica totalmente satisfeito.

Nota: Visto que todos os destinos foram totalmente satisfeitos, restando ainda uma
variavel a considerar como bésica, estamos numa situacao de degenerescéncia, em que 0
namero de V.B é menor quen+n-1, neste caso tomemos como V.B uma outra com valor

nulo, no caso, x,; = 0.

Assim, completou o numero de V.B da SBA, logo, a solucdo basica admissivel
€:X=(10,40,0,0,0,50,0,0,0,0,0,0,50,0,25,0,0,0,55,20),

Pelo que, substituindo a solucdo obtida na fungéo objectivo temos:
Z=11x10+7x40+10x50+5x50+7x25+7x0+4x55+8x20 = 1695.

e) Teste de optimalidade:
Agora temos de testar se a solucdo obtida ja é 6ptima, ou seja, se Z € dptimo.

Consideremos o quadro abaixo com a SBA encontrada

10 40

50 20

25

50

55

Extraindo as equagdes duais para as variaveis basicas temos:

Xaa tgs— U, — 1V =0=>4—-u, —v, =0
X33 t33—U3—V3=0=>5—-u3—v3=0
X35 t3s— U3 — V5 =0=>7—u3 —v5=0
X12 to—u—v,=0=27—-u; —v,=0
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tys — U, — Vs =0=>8—-u, —v5 =0

X45

X1 t,y U= =0=10—u, —v; =0
X11 tiu—u,—v=0=11-u; —v; =0
X41 g1 —Us—V,=0=>45—-u, —v; =0

Fazendo u, = 0 obtemos u, = —1 ju; = 33; u, = 34, v, = 11,v, = 7;v3 = —28;v, =
_30;175 = —26.

Para testarmos se a solucdo é Optima, a que se  cumprir:

u+v <t;(i=12..,4j=1,..,5) (para todas as variaveis ndo basicas) assim
temos:
X13 t13—u; —v3 =40—-0—(—28) = 68
X14 t14 —U; — V4, =35—0-—(—30) =65
X15 tis—u, —vs=36—-0—(—26) =62
X22 try — Uy —V, =9—(-1)—-7=3
X3 ty3 —Uy; —v3 = 30— (—1) — (—28) =59
Xo4 tyy — Uy — VU, =32—(—1) — (—30) =63
X5 tys —Uy; — Vs = 28— (—1) — (—26) =55
X31 t31—uz3—v;, =50-33-11=6
X32 t3p —u3 —v, =60—33—-7=20
X34 t3s— U3 — v, =6—33—(—30)=3
X472 typ — Uy, —V, =52—-34—-7=11
X43 tyz— Uy —V3=7—-34—(—-28)=1

Como para todas as varidveis ndo bésicas nas células ndo preenchidas verificam a

desigualdade: u; + v; < t;; , estamos diante da solugdo optima do problema. Portanto, a

solucéo Optima e o respectivo valor da funcgdo objectivo é:
X=(10,40,0,0,0,50,0,0,0,0,0,0,50,0,25,0,0,0,55,20), Z min = 1695.
Interpretacdo da solucdo Gptima obtida:
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Neste caso, em funcdo do nimero de homens/técnicos bombeiros encontrados para 0s
locais de incéndio, o valor Z=1695 representa o tempo minimo que os técnicos levariam
para se fazer presente as respectivas frente, e que neste caso, é o tempo em minutos o

que equivale em horas a 28horas e 25minutos.

Problema 3

Uma empresa industrial tem trés fabricas a produzir um produto que devera ser enviado
para quatro armazens. As fabricas 1,2 e 3 produzem 12,17 e 21 carregamentos por
més,respectivamente. Cada armazem necessita de receber 10 carregamentos mensais. A

distancia de cada fabrica a cada armazém é dada em Km pela tabela abaixo.

Armazém | Armazém | Armazem3 | Armazém

1 2 4
Fabrical | 800 1500 400 700
Fabrica2 | 1100 600 600 1000
Fabrica3 | 600 1200 800 800

O custo de cada carregamento é de 100,00 USD acrescido de 0,5 céntimos por km.

a) Formule o problema como um problema de transporte.
b) Determine a solucdo admissivel para o problema.
c) Investigue se a solucdo da alinea anteriopr € éptima.Caso ndo seja,melhore a

solucéo.
Resolugéo:
Primeiramente determinemos os custos de cada fabrica a cada armazém.

Como o custo de cada carregamento é de 100 USD, acrescido de 0,5 céntimos por Km,

entdo teremos:

c;j = 1000 USD +0,5x d;;,0Onde d;;- € a distancia da fabrica i ao armazém j com

ijo
i=1.3.j=12..4

;1 = 100 + 0,5 X 800 = 500

¢, = 100 + 0,5 X 1500 = 850
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13 = 100 + 0,5 x 400 = 300
14 = 100 4+ 0,5 X 700 = 450
c;1 = 100 + 0,5 x 1100 = 650
5y = 100 + 0,5 X 600 = 400
cy3 =100 + 0,5 X 600 = 400
o4 = 100 + 0,5 X 1000 = 600
c31 = 100 + 0,5 X 600 = 400
c3, = 100 + 0,5 x 1200 = 700
33 = 100 + 0,5 X 800 = 500
¢34 = 100 + 0,5 X 800 = 500

Assim temos 0s custos de cada carregamento.

a) Formulacdo como um problema de transporte.

Obs.: Nota-se que o problema em causa nao é balanceado, ou seja, a procura total ndo é
igual a oferta total. Uma vez que a soma das ofertas é 50 quando da procura é 40, logo,

temos de introduzir um destino ficticio para equilibrar (Por 2.5.3 alinea a).

Como introduzimos um destino ficticio pelo facto do problema ndo ser balanceado,

entdo 0s custos c;5,c,5 € ¢35 Sao nulos (Por 2.5.3 alinea a).

Agora passamos a ter 3 origens (m=3) e 5 destinos (n=5).

Vamos representar o problema em forma de rede, para tal consideremos:

A;- Armazém 1,4,- Armazém 2, A;-Armazém 3, A,-Armazém 4, Ac-Armazém 5

F,-Fabrica 1, F,-Fabrica 2, F5-Fabrica 3, x;; — A quantidade de carregamento necessario

da fabrica i para armazém j; i=1,...,3; j=1,2,...,5.
c;j — O custo de carregamento da fabrica i para armazém j.

Assim temos:
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Representemos agora o problema em forma de quadro:

A A, As A, Ac Oferta
X171 | 900 | x15 | 850 | xq5 | 300 | xq4 | 450 | x5 12

Fy
Xz1 | 650 | x5, | 400 | x55 | 400 | x5, | 600 | x5 17

F;
X371 | 400 | x3, | 700 | x35 | 500 | x34 | 500 | x35 21

F3
Procura | 10 10 10 10 10 50

Assim, a formulacdo do modelo matematico do problema em forma de transporte é :

Min.Z=500x,; + 850x;, + 300x,5 + 450x,, + 650x,; + 400x,, + 400x,5 +

600x,4 + 400x3; + 700x3, + 500x33 + 500x3,

Sujeito a:

x11 + x12 + x13 + x14 + x15 == 12

x21 + xzz + x23 + x24 + x25 == 17

x31 +x32 +x33 +x34 +x35 == 2

RestricGes de oferta
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A

B x11 + le + X31 = 10
x12 + sz + X32 = 10
X13 + X33 + X33 = 10 RestricGes de procura

X14 + X24 + X34 = 10

L X15 + X35 + X35 = 10

x;; = 0 (=1,...3; j=1,...,5) Restri¢des de ndo negatividade
b) Determinacdo da solugdo basica admissivel (SBA)

Determinemos a SBA do problema pelo método do custo minimo, para tal, o nimero de
variaveis basicas esperadas € dado por: m+n-1= 3+5-1=8-1=7. Neste caso serdo 7 V.B.

Consideremos o0 quadro:

Ay A, A A, Ac Oferta

x11 | 500 | x4, | 850 | x453 | 300 | x4, | 450 | x45 |O | 12

Fy
X571 | 650 | x5, [ 400 | x5 [ 400 | x5, [ 600 | x,5 | O | 17

F,
X371 | 400 | x3, | 700 | x35 | 500 | x5, | 500 | x35 | O | 21

F3
Procura | 10 10 10 10 10 50

Conforme o quadro acima vem:

Primeira VVB: 0 menor dos custos € c;3, pelo que x;5 = min{ 12, 10 } = 10. O destino 3

fica totalmente satisfeito.

Segunda VB: 0 menor dos custos € c,,, pelo que x,, = min{ 17, 10 } = 10. O destino 2

fica totalmente satisfeito.

Terceira VB: 0 menor dos custos € cy4, Pelo que x4, = min{2, 10} = 2. Ficando ainda

por satisfazer com 8 carregamento o destino 4.
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Quarta VB: 0 menor dos custos € cs,, Pelo que x3, = min{21,8} = 8. O destino 4 fica

totalmente satisfeito.

Quinta VB: o menor dos custos é c3q, Pelo que x3; = min{13, 10} = 10. Assim o

destino 1 fica totalmente satisfeito.

Sexta VB: 0 menor dos custos é c,s, pelo que x,s = min{7,10} = 7.Ficando ainda por

satisfazer com 3 carregamentos o destino 5.

Setima VB: 0 menor dos custos € c3s, Pelo que x35 = min{3, 3} = 3.Assim o destino5

fica totalmente satisfeito.
Daqui, a SBA encontrada para o problema é:X=(0;0;10;2;0;0;10;0;0;7;10;0;0;8;3).
Pelo que, substituindo a solucéo obtida na fungéo objectivo temos:
Z =300 x10 + 450 x 2 + 400x10+400x 10+500x8 = 15900.
d) Investigar se a solugdo obtida é dptima.

Consideremos o quadro abaixo com a SBA encontrada

10 2

10 7

10 8 3

Extraindo as equacOes duais para as variaveis basicas temos:

X13 C13—U —v3=0=300—u; —v3=0
Xo9 Cop— U, =V, =0=400—u, —v, =0
X14 Cia— U — 1V, =0=>450—u; —v, =0
X31 C31—U3—V; =0=400—-u;—v; =0
Xys Crs— U, — Vs =0=>0—u, —v5=0
X35 35— U3 — Vs =0=>0—-u3—v;=0
X34 C34—U3—V,=0=500—-u; —v, =0
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Fazendo u, = 0 obtemos u, =50 ;u; =50; wv; =350;v, =400;v; =300;v, =
4‘50;175 = —50.

Para testarmos se a solucdo €& Optima, tem de se  cumprir:
u;+ v <cjould <c¢;—u— v (i=123;j=1,..,5) (para todas as variaveis nao

bésicas) assim temos:
X12 €12 — Uy — v, =850 —0—400 =450
Xp1  Cp1 — Uy —v; = 650 —50—350) = 250
Xy3  Cy3—Uy; —v3 =400 —-50—-50=300
Xy4  Cy4 — Uy — vy = 600—50 — 450 = 100
X35 €3, — Uz — v, =700 — 50 — 400 = 250
X11 cy1 —u; —v; =500—-0—-350 =150
X15 15— Uy —vs =0—-0—(=50) =50
X33 c33 — U3z —v3 = 500 — 50 — 300 =150

Como para todas as variaveis ndo basicas nas células ndo preenchidas verificam a

desigualdade: u; + v; < ¢;; , estamos diante da solugdo optima do problema. Portanto,

asolucdo oOptima e o respectivo valor da funcdo objectivo é: X=
(0;0;10;2;0;0;10;0;0;7;10;0;0;8;3), Z = 15900.
Interpretacdo da solucdo 6ptima:

Em fungdo da solucdo obtida, a empresa industrial, deve fazer o envio dos

carregamentos da seguinte forma:

* A féabrica 1 deve enviar para o armazém 3, dez carregamentos mensal.
* A fabrica 1 deve enviar para 0 armazém 4, dois carregamentos mensal.
* A fabrica 2 deve enviar para 0 armazém 2, dez carregamentos mensal.
* A fabrica 2 deve enviar para 0 armazém 5, sete carregamentos mensal.
* A fabrica 3 deve enviar para 0 armazém 1, dez carregamentos mensal.
* A fabrica 3 deve enviar para 0 armazém 4, oito carregamentos mensal.

* A fabrica 3 deve enviar para 0 armazém 5, trés carregamentos mensal.
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CAPITULO 111-PROBLEMA DE DISTRIBUICAO DE

COMBUSTIVEL NA REGIAO SUL (CASO DE ESTUDO)
O Problema

A rede de distribuicdo de combustivel na regido sul de Angola, compreende as
provincias do Huambo, Bié, Kuando Kubango, abastecidas pelo TOL (Terminal
Oceéanico do Lobito), bem como as provincias da Huila e Cunene abastecidas pelo TON
(Terminal Oceanico do Namibe). Na figura 12,apresenta-se o diagrama que ilustra o
quadro actual do plano de distribuicdo nesta regido em que cada provincia necessita de

bym* de combustivel dada as disponibilidades a;m*® de combustivel nos terminais.

Do estudo realizado sobre o plano de distribuicdo, constatou-se que na eventualidade de
ocorréncia de uma anomalia (estrangulamento) no roteiro, a actual forma de
distribuicdo/transportacdo ndo garante o cumprimento da responsabilidade que a

Sonangol tem, ou seja, o de fazer chegar o combustivel para as referidas localidades.

Pretende-se idealizar um plano 6ptimo de distribuicdo que a Sonangol podera
eventualmente implementar, de maneira que caso ocorra um estrangulamento num dos

percursos, o combustivel chegue nas referidas localidades.

Os dados referentes aos custos de transportacdo de combustivel (gasolina) dos terminais
as instalacdes, assim como as disponibilidades e necessidades relativamente a primeira

quinzena de Outubro de 2015,encontram-se no quadro a seguir:

ICH ICB ICKK ICCU ICL
TOL | 25.388.100,36k | 12.592.878,75k | 6.683.065,376kz 7587,217
z z 5m3
TON 4.488.711, | 12.489.444k | 6306 m3
5kz z
5.037,3215m3 | 1.811,925m3 737,971m3 1.049,5m3 | 5256,5m3

O plano actual de distribuicdo de combustivel na regido sul, cujo custo total de
transporte esta avaliado em 61.642.199,99 Kz, apresenta-se no diagrama da figura

abaixo.
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5037.5215
custo =23.388.100.36 kz

Oferta custo=12.592.878 75 kz e Procura
T587.2175 1811.925
custo =6.683.065.376 ke
737.971
Oferta custo =4 488.711.5 kz
6306 @ 10495
custo =12 480 444 7 Procura
@ 52565

Figura 12: Estrutura da rede de distribuigéo actual da Sonangol na regido sul.

Na dindmica dos processos de producgdo, supde-se a eventualidade da ocorréncia de
algum constrangimento em um dos terminais ou linhas de transporte, provocando riscos

de privacdo do abastecimento de combustivel.

Surge assim a necessidade da busca de um modelo alternativo, baseado em problemas
de transportes que permita garantir a ininterrupcdo do abastecimento a todas as

instalagdes da regido, minimizando ou mantendo os actuais custos de transporte.

Com base a tabela de tarifas de frete de transporte que a sonangol usa entre uma
provincia a outra e a distancia entre as provincias onde se localizam os terminais e as
instalagdes, calcularam-se os coeficientes de custos entre as 7 provincias e o coeficiente
médio entre eles pela relacdo:

D

Trete onde D- é a distancia entre uma provincia a outra.

Coef.de custo =

D(Benguela—Huambo) _ 310,7

Daqui, obteremos Coef (Benguela — Huambo) = rete = =

0,06

D(Benguela — Bié) _ 606
frete 9950

Coef (Benguela — Bié) = = 0,08

D(Benguela — Cunene) _ 770
frete ~ 8910

Coef (Benguela — Cunene) = = 0,08
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D(Benguela — Kuando Kubango)
frete

Coef (Benguela — Kuando Kubango) =

7092

9056 0,07

D(Benguela — Huila) _ 388,5

B — Huila) = = -
Coef (Benguela uila) Frete 7429 0,05
Coef(Namibe — C ) = D(Namibe — Cunene) 557,6 013
oef (Namibe unene) = Frete =277 =0
] D(Namibe — Lubango) 214,7
Coef (Namibe — Lubango) = = = 0,09

frete 2376

Obtidos os coeficientes de custos, caculemos a média entre eles, média(Coef.) =

Y. Coef. _ 0,06+0,08+0,08+0,07+0,05+0,13+0,09
7 7

= 2% _ g8,
7

Para todas as provincias envolvidas na regidao em estudo, determinam-se 0s novos fretes

gue correspondem aos custos unitarios pela seguinte formula:

D .
frete = ————, Assim teremos
média(Coef.)

D(Benguela — Huambo)  310,7

te(B la—H bo) = = = 3883,75
frete(Benguela — Huambo) média(Coef.) 0,08
te(B la — Bi6) = D(Benguela — Bié¢) 606 ——
frete(Benguela = Bie) = — 0 Coef) 0,08
D(Benguela — Cunene) 770
frete(Benguela — Cunene) = = = 9625

média(Coef.) 0,08

D(Benguela — Kuando Kubango)
média(Coef.)

frete(Benguela — Kuando Kubango) =

=22 _ gges

~ 0,08

D(Benguela — Huila) ~ 388,5
frete ~ 0,08

frete(Benguela — Huila) = = 4856,25

D(Namibe — Cunene) 557,6

frete(Namibe — Cunene) = Frete =0.08

= 6970
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D(Namibe — Lubango) _ 214,7
frete ~ 0,08

frete(Namibe — Lubango) = = 2683,75

Obtidos os fretes que sdo 0s custos unitarios entre um centro de oferta para um centro
de procura, a proposta para a alternativa de abastecimento sem interrupcdo, fica

ilustrada no seguinte diagrama:

Origens Destinos

" . ICH 50373215

75872175 ICB 1811925
Oferta Procura
. ICKK 737,971
6306

ICL 35256,5

Figural3 ‘Representacdo do novo plano de distribuigdo em forma de rede.

Onde: x,,-E a quantidade a ser transportada do TOL & ICH
x1,-E a quantidade a ser transportada do TOL & ICB

x13-E a quantidade a ser transportada do TOL & ICKK
x14-E a quantidade a ser transportada do TOL & ICCU
x,5-E a quantidade a ser transportada do TOL & ICL

x,,-E a quantidade a ser transportada do TON & ICH
x,,-E a quantidade a ser transportada do TON & ICB
x,3-E a quantidade a ser transportada do TON & ICKK
x,4-E a quantidade a ser transportada do TON & ICCU
x,5-E a quantidade a ser transportada do TON & ICL
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c11-E 0 custo de transportacio de TOL & ICH

c1,-E 0 custo de transportacdo de TOL & ICB

c13-E 0 custo de transportacio de TOL & ICKK

c14-E 0 custo de transportacio de TOL & ICCU

c15-E 0 custo de transportacdo de TOL & ICL

c,1-E 0 custo de transportacdo de TON a ICH

c,,-E 0 custo de transportacdo de TON & ICB

c,3-E 0 custo de transportacdo de TON & ICKK

c,4-E 0 custo de transportacdo de TON & ICCU

c,5-E 0 custo de transportacio de TON & ICL

Sabendo que os fretes ora calculado sdo os custos ¢;; ,comi = 1,2. j = 1,2,...,5.

Eis a estrutura de custos da proposta alternativa no quadro que segue:

ICH ICB ICKK ICCU ICL Oferta
X11 X12 X13 X14 X1s
TOL 3883,75 7575 8865 9625 4856,25 7587,2175
X21 X22 X23 X24 Xas
TON 7712,5 12477,5 8923,75 6970 2683,75 6306
Procura 5037,3215 1811,925 737,971 1049,5 5256,5 13893,22

Feito isso, a seguir formalizemos o modelo matematico do problema da distribui¢do

conforme o problema de transporte:

Min.CT = 3883,75x;; + 7575%,5 + 8865x,5 + 9625x,, + 4856,25%,:

+ 7712,5%,, + 12477,5%5, + 8923,75x,5 + 6970x,, + 2683,75x,s

Sujeito a

X11 + X12 + X13 + X14 + X15 = 7587,2175

X1 + X2 + X33 + X34 + Xy5 = 6306
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( x11 + le = 5037,3215

X12 + X2 = 1811,925
X13 + X3 = 737,971
X14 T Xy = 1049,5

L X15 + X5 = 5256,5

x;j=0;i=1.2 j=12,..,5 Restricdo de ndo negatividade

Uma vez que pretende-se determinar alternativas em caso de algum estrangulamento, na
resolucdo do modelo acima, assume-se que existem dois percursos impossiveis
(conforme 2.6.4), isto é, o combustivel ndo pode ser transportado de determinado
terminal para determinadas instalacGes por factores externos ou constrangimentos de
natureza diversa, no modelo de programacdo linear esta impossibilidade surge quando
em um dos percursos os custos sdo demasiados altos relativamente ao normal, para tal
basta introduzir um parametro “M” (custo muito grande) no percurso onde néao se deseja

alocar o combustivel.
Para o efeito, consideremos dois cenarios:

Cenario 1:Impossiblidade no percurso TOL-ICKK

Neste cenario, apresenta-se a impossibilidade do Terminal Oceénico do Lobito fornecer
combustivel a instalagdo central do Kuando Kubango por qualquer eventualidade ébvia
que possa surgir, esta impossibilidade matematicamente sera representado por um
parametro “M” que no problema representa um custo de transportagdo muito grande no

percurso TOL-ICKK.

Cenario 2:Impossiblidade nos percursos TOL-ICKK; TON -ICL
Neste cenario, apresenta-se a impossibilidade do Terminal Oceénico do Lobito fornecer
combustivel a instalagdo central do Kuando Kubango e ao mesmo tempo do Terminal

Oceénico do Namibe fornecer combustivel a Instalacdo central do Lubango por uma
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eventual causa que possa surgir, esta impossibilidade matematicamente sera
representado por um parametro “M” que no problema representa um custo de

transportacdo muito grande nos percursos TOL-ICKK e TON — ICL.

Assim sendo, para o cenariolconsideremos o parametro “M”=1.000.000 da origem TOL

ao destino ICKK, introduzindo c¢;3 = M = 1.000.000 no modelo abaixo:

Min.CT = 3883,75x,, + 7575x1, + 1.000.000x,3 + 9625x,4 + 4856,25x,5
+ 7712,5x,, + 12477,5x,, + 8923,75x,3 + 6970x,, + 2683,75x,5

Sujeito a
{ X11 + X12 + X13 + X14 + X15 = 7587,2175

X1 + X2 + X33 + X34 + Xy = 6306

(%11 + Xy = 5037,3215
X1z + X2 =1811,925

{ X3 + Xy = 737,971
X14 + X4 = 1049,5

\ X15 + X5 = 5256,5
xj=20;i=12.j=12,..5. Restricdo de ndo negatividade

* Determinagdo da solugdo basica admissivel (SBA)

Determinemos a SBA do problema pelo método do custo minimo, para tal, o nimero de
variaveis basicas esperadas é dado por: m+n-1= 2+5-1=7-1=6. Neste caso esperam-se 6

V.B.

Para determinar a SBA inicial, consideremos o quadro abaixo:

ICH ICB ICKK ICCU ICL Oferta
X11 X12 X13 X14 X15
TOL 3883,75 7575 1.000.000 9625 4856,25 7587,2175
X21 X22 X23 X24 Xas
TON 7712,5 12477,5 8923,75 6970 2683,75 6306
Procura 5037,3215 1811,925 737,971 1049,5 5256,5 13893,22

Conforme o quadro acima vem:
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Primeira VB: o menor dos custos é c,s, pelo que x,5 = min{6306;5256,5} = 5256,5. O

destino 5 fica totalmente satisfeito.

Segunda VB: 0 menor dos custos € c¢,4, pelo que x;; = min{7587,2175;5037,32150} =

5037,3215. O destino 1fica totalmente satisfeito.

Terceira VB: 0 menor dos custos € c;,, pelo que x;, = min {2549,896;1811,925} =

1811,925. O destino 2 fica totalmente satisfeito.

Quarta VB: 0 menor dos custos € c,,, pelo que x,, = min {1049,5;1049,5} = 1049,5. O

destino 4 fica totalmente satisfeito.

Quinta VB: o menor dos custos é c;3, pelo que x;3 = min {737,971;737,971} =

737,971. O destino 3 fica totalmente satisfeito.
Obs. Como encontramos apenas 5 VB, estamos diante de uma SBA degenerada.

Daqui, a SBA encontrada para o problema é:
X=(5037,3215;1811,925,737,971,0;0;0;0;0;1049,5;5256,5).
Pelo que, substituindo a solucdo obtida na fungdo objectivo temos:

CT=3883,75 x 5037,3215+7575x1811,925+1.000.000% 737,971+6970x
1049,5+2683,75x 5256,5 = 79.268.2176,1.

Agora vamos testar se a solucdo obtida ja é dptima, para tal, consideremos o seguinte

quadro da SBA encontrada:

5037,3215 | 1811,925 | 737,971

1049,5 | 5256,5

Extraindo as equagdes duais para as variaveis basicas temos:

X11 c11—uy—v;, =0=13883,75-u; —v; =0
X12 Cip— U —V,=0=7575—-u; —v, =0
X13 C13 —U; —v3 =0= 1.000.000 —u; —v3=0
X1 Cy1— Uy —1V1 =0=77125—-u, —v; =0
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x24 C24_u2_v4_:0:6970_u2_v4_:0
Xys Cys — Uy — Vs =0= 2683,75—u, —vs =0
Fazendo

u; =0 obtemos u, =3828;v, = 3883,75;v, = 3883,75;v; = 1.000.000;v, =
3141,25;v5 = —1145.

Para testarmos se a solugdo € optima, usamos o método de Modi (conforme abordado
em 2.6.2), assim temos:

X14 Cia — Uy — Uy = 9625 — 0 — 3141,25 = 6483,75
X15 C15 — Uy — Vs = 4856,25 — 0 — (—1145) = 6001,25
Xyq Cy1 — U, — v; = 12477,5 — 3828,75 — 3883,75 = 4765
X23 Co3 — Uy — V3 = 8923,75 — 3883,75 — 1.000.000 = —994960.

Observa-se que para a célula da VNB x,; , se verifica c;3 —u, —v3 <0, entdo a

solugdo encontrada ainda ndo é optima.

Para determinarmos a solucdo 6ptima utilizamos o solver, disponivel na folha de calculo
Excel, da Microsoft.

Assim sendo, através do solver obtemos a solugcdo Optima dado no seguinte quadro

relatdrio de respostas:

Valor minimo final do CT

62.899.886,83

Variaveis de decisdo Valor Final
X11 5037,3215
X12 1811,925

X13 0
X14 0
X1s 737,971

X21 0
X22 0

X23 737,971
X24 1049,5
X25 4518,529
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eInterpretacao da solucdo obtida

De acordo o relatorio de resposta, indica-nos que, em caso de haver algum
estrangulamento na rede de distribuigdo, no percurso TOL-ICKK, a sonangol Logistica
deve se proceder da seguinte maneira para satisfazer as necessidades dos consumidores:

» TOL deve fornecer a ICH a quantidade de 5037,3215 m3de gasolina.
*TOL deve fornecer a ICB a quantidade de 1811,925 m3de gasolina.
*TOL deve fornecer a ICL a quantidade de 737,971 m3de gasolina.
*TON deve fornecer a ICKK a quantidade de 737,971 m3de gasolina.
*TON deve fornecer a ICCU a quantidade de 1049,5 m3de gasolina.
*TON deve fornecer a ICL a quantidade de 4518,529 m3de gasolina.

Procedendo segundo este plano de distribuicdo, o custo total gerado para o transporte
das quantidades acima designadas por meio do modelo mateméatico por um periodo
quinzenal, sera de 62.899.886,83 Kz.

Quadro comparativo de custos de transportacao

Custo de transportacdo na situacdo | Custo de transportagdo do modelo | Diferenca

actual (quinzenal) Matematico (quinzenal)

61.642.199,99 Kz 62.899.886,83 Kz 1.257.686,84 Kz

Agora vamos analisar o cenario 2,para o0 efeito consideremos o parametro
“M”=1.000.000 da origem TOL ao destino ICKK, introduzindo c¢;3 = M = 1.000.000 e

da origem TON ao destino ICL, introduzindoc,s = M = 1.000.000 no modelo abaixo:

Min.CT = 3883,75x;, + 7575%;5 + 1.000.000x;5 + 9625x,, + 4856,25x;
+ 7712,5x,, + 12477,5%,, + 8923,75x,3 + 6970x,, + 1.000.000x,5

Sujeito a
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X11 + X12 + X13 + X14 + X15 = 7587,2175

X21 + X2 + X33 + X224 + Xy = 6306

[ X11

X12
< X13

X14

X
\15

+ x,  =50373215
+ xy = 1811,925
+  x;3  =737,971

+  xy  =10495

+  x;s  =52565

x;j=20;i=1.2. j=1.2,..,5 Restricdo de ndo negatividade.

* Determinagdo da solugdo basica admissivel (SBA)

Determinemos a SBA do problema pelo método do custo minimo, para tal, o nimero de

variaveis basicas esperadas é dado por: m+n-1= 2+5-1=7-1=6. Neste caso esperam-se 6

V.B.

Para determinar a SBA inicial, consideremos o quadro abaixo:

ICH ICB ICKK ICCU ICL Oferta
X11 X12 X13 X14 X15
TOL 3883,75 7575 1.000.000 9625 4856,25 7587,2175
X21 X22 X23 X24 Xas
TON 7712,5 12477,5 8923,75 6970 1.000.000 6306
Procura 5037,3215 1811,925 737,971 1049,5 5256,5 13893,22

Conforme o quadro acima vem:

Primeira VB: o menor dos custos é c,, pelo que x;; = min {7587,2175;5037,3215} =
5037,3215. O destino 1 fica totalmente satisfeito.

Segunda VB: o menor dos custos é c;s, pelo que x;: = min{2549,896;5256,5} =

2549,896. O destino 5 ndo fica totalmente satisfeito.
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Terceira VB: 0 menor dos custos é c,,, pelo que x,, = min {6306;1045,5} = 1049,5. O

destino 4 fica totalmente satisfeito.

Quarta VB: 0 menor dos custos é c,3, pelo que x,3 = min {5256,5;737,971} = 737,971.

O destino 3 fica totalmente satisfeito.

Sexta VB: uma vez que j& ndo existe nenhuma outra variavel, além dex,s,ela € a ultima
VB, ndo obstante ao custo bastante elevado. x,; = min {2706,604;2706,604} =
2706,604. O destino 5 fica totalmente satisfeito.

Daqui, a SBA encontrada para o problema é:
X=(5037,3215;0;0;0;2549,896;0;1811,925;737,971;1049,5;2706,604).

Pelo que, substituindo a solucéo obtida na fungéo objectivo temos:

CT=3883,75 x 5037,3215+4856,25x2549,896+12477,5% 1811,925+8923,75X%
737,971+ 6970x 1049,5 +1.000.000x 2706,604 = 2.775.059.407,724375kz

Agora vamos testar se a solucdo obtida € Optima, para tal, consideremos o seguinte

quadro da SBA encontrada:

5037,3215 2549,896

1811,925 | 737,971 | 1049,5 | 2706,604

Extraindo as equacgdes duais para as variaveis basicas temos:

X11 c11—uy—v; =0=13883,75-u; —v; =0
X1 Ci5s — Uy —vg = 0= 485625 —u; —vs =0
Xy9 Cop — Uy —Vy, = 0= 124775—-u, —v, =0
X3 Cy3— Uy — V3 =0=8923,75—u, —v3=0
Xoa Coua — U, =V, =0=>6970—u, —v, =0

Xys Cys —Uy; — Vs = 0= 1.000.000 —u, —v5 =0

Fazendo u, =0 obtemos wu, = 995143,75:v, = 3883,75;v, = —982666,25;v5 =
—986220;v, = —988173,75;vs = 4856,25.
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Para testarmos se a solucdo é dptima, usamos o método de Modi (conforme abordado

em 2.6.2), assim temos:
X13  Cip — U — Uy = 7575 — 0 4 982666,25 = 990241,25
X13 c13 —U; — v3 = 1.000.000 — (—986220) = 1986220
X1a €1 — Uy — Vv, = 9625 — (—988173,75) = 997798,75
X1 Cp1 — Uy — vy = 7712,5 — 995143,75 — 3883,75 = —991315.

Observa-se que para a célula da VNB x,; , se verifica c;; —u, —v; <0, entdo a

solugdo encontrada ainda ndo é optima.

De igual modo neste cenario, determinamos a solucao éptima utilizando o solver, assim

sendo, obtemos a solugdo no seguinte quadro relatorio de respostas:

Valor minimo final do CT
90.016.709,00

Varidveis de deciso Valor Final
X11 518,7925
X12 1811,925

X13 0
Xia 0
Xis 5256,5

Xa1 4518,529
X22 0

X23 737,971
X24 1049,5

Xas 0

« Interpretacéo da solucédo obtida

De acordo o quadro relatério de resposta, indica-nos que, em caso de haver algum
estrangulamento na rede de distribuicdo actual, no percurso TOL-ICKK e a0 mesmo
tempo no percurso TON-ICL a sonangol Logistica deve se proceder da seguinte maneira

para satisfazer as necessidades dos consumidores:

» TOL deve fornecer a ICH a quantidade de 518,7925 m3de gasolina.
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*TOL deve fornecer a ICB a quantidade de 1811,925 m3de gasolina.
*TOL deve fornecer a ICL a quantidade de 5256,5m3de gasolina.
*TON deve fornecer a ICH a quantidade de 4518,529 m3de gasolina.
*TON deve fornecer a

ICKK a quantidade de 737,971m3de gasolina.

*TON deve fornecer a ICCU a quantidade de 1049,5 m3de gasolina.

Procedendo segundo este plano de distribuicdo, o custo total gerado para o transporte
das quantidades acima designadas por meio do modelo matematico por um periodo

quinzenal, sera de 90.016.709,00 Kz.

Quadro comparativo de custos de transportacao

Custo de transportacdo na situacdo | Custo de transportagdo do modelo | Diferenca

actual (quinzenal) Matematico (quinzenal)

61.642.199,99 Kz 90.016.709,00 Kz 28.374.509,01 Kz

* Validagao das Hipodteses versus Interpretagdo Economica

De acordo as solugdes encontradas tanto no cenario 1 quanto o cenario 2, isto é em caso
de haver algum estrangulamento na estrutura actual de distribuicdo de combustivel na

regido sul.

Assim, conforme os cenarios estudados, para validar a hipétese inicial de que o
problema de transporte tem sempre solugdo Optima possivel, Segundo cenéario 1, se
porventura haver algum estrangulamento no percurso TOL — ICKK, a alternativa para

satisfazer a necessidade do ICKK serd o TON.

Segundo cenario 2, se acontecer algum estrangulamento simultaneamente no percurso
TOL- ICKK e TON - ICL, a alternativa para satisfazer a necessidade do ICKK sera o

TON e a alternativa para satisfazer a necessidade do ICL sera o TOL.

Pode-se compreender que seria vantajoso de ponto de vista econdmico optar no modelo
alternativo, uma vez havendo algum estrangulamento na situacdo actual em um dos

percursos, as provincias em causa ndo seriam afectado devido este plano. Por outro
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lado, sem o plano alternativo, procedendo-se de forma intuitiva ou instantanea, entende-
se que a Sonangol teria mais custos relativamente ao do modelo matematico,
consequentemente isto afectaria as provincias em causa a nivel econémico e social, uma
vez que na falta de combustivel nestas provincias, vai implicar no baixo rendimento
socioeconémico e do nivel de industrializacdo, e este por sua vez é um factor

preponderante ao desenvolvimento de um pais.
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CONCLUSOES

Apo6s compreensdo do funcionamento da estrutura actual de distribuicdo de combustivel
da Sonangol na regiéo sul, em que constatou-se a ndo existéncia de um plano alternativo
em caso de algum estrangulamento na estrutura, neste trabalho, com a concepg¢édo de um
modelo Matematico estudados em dois cenarios, sendo o primeiro caracterizado pela
possibilidade de um estrangulamento no percurso TOL-ICKK e o segundo,
considerando um possivel estrangulamento nos percursos TOL-ICKK e TON-ICL

respectivamente. Chegou-se as seguintes conclusdes:

1.Se acontecer algum estrangulamento no percurso TOL — ICKK, a alternativa para

satisfazer a necessidade do ICKK serd o TON.

2.Se acontecer algum estrangulamento simultaneamente no percurso TOL- ICKK e
TON - ICL, a alternativa para satisfazer a necessidade do ICKK serd o TON e a

alternativa para satisfazer a necessidade do ICL serd o TOL.

3.Em caso de ocorrer algum estrangulamento na estrutura actual de distribuicdo de
combustivel na regido sul, fica assegurado que as provincias (destinos) receberdo as

quantidades capazes de suprir as suas necessidades.

4.Do ponto de vista econémico € vantajoso optar no modelo alternativo que
apresentamos caso haja algum estrangulamento na situagéo actual em um dos percursos,

pois assim, as provincias ndo teriam constrangimentos no consumo de combustiveis.
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RECOMENDACOES

1. Que os estudos e resultados alcancados neste trabalho sirva de avaliacdo aos
gestores da Sonangol para possivel aplicabilidade na eventualidade de um
estrangulamento em um dos percursos.

2. Que se melhore as estradas que interligam as provincias de modo a facilitar a
locomogéo.

3. Sendo um trabalho de pesquisa académica com impacto social, que se considere
a possibilidade de estudos semelhantes serem feitos a outras regifes do pais, por
académicos ou profissionais.

4. Uma vez que o presente trabalho foi feito mediante a cadeira de Investigagéo
Operacional, que ja ndo faz parte do plano curricular do curso de Matematica na
Faculdade de Ciéncias, que se crie condicBes no sentido dela ser incluida
novamente, pois, € uma area da Matematica aplicada muito promissora e que
resolve problemas muito interessantes do mundo real cujos resultados se reflecte

na comunidade.
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ANEXO 1

1.1.Planilhas da formulacdo Matematica do modelo de transporte com a

ferramenta Solver do Excel.

Fungdo Objectivo

Variaveis X11 X12 X13 X14 X15 X21 X22 X23

Valor 3883,75 7575 1000000 9625 4856,25 7712,5 12477,5 8923,75

Resultado 5037,3215 1811,925 0 0 737,971 0

Férmula 62899886,83

RestricGes X11 X12 X13 X14 X15 X21 X22 X23
1 1 1 1 1 1 0 0 0
2 0 0 0 0 0 1 1 1
3 1 0 0 0 0 1 0 0
4 0 1 0] 0 0 0 1 0
5 0 0 1 0 0 0 0 1
6 0 0 0 1 0 0 0 0
7 0 0 0 0 1 0 0 0

Cenario 1

Fungdo Objectivo

X24
6970

X24

O OOoOOoO®RrOo

X24
6970 1000000

X25

2683,75
0 737,971 1049,5 4518,529

X25

0 737,971 1049,5

O O O+ O Fr O

O O Fr O O O

Varidveis X11 X12 X13 X14 X15 X21 X22
Valor 3883,75 7575 1000000 9625 4856,25  7712,5 12477,5 8923,75
Resultado 518,7925 1811,925 0 0 5256,5 4518,529
Férmula 90016709
Restri¢des X11 X12 X13 X14 X15 X21 X22

1 1 1 1 1 1 0

2 0 0 0 0 0 1

3 1 0 0 0 0 1

4 0 1 0 0 0 0

5 0 0 1 0 0 0

6 0 0 0 1 0 0

7 0 0 0 0 1 0

Cendrio 2

X24

O O O O+~ O

LHC

0 7587,218
1 6306
0 5037,322
0 1811,925
0 737,971
0 10495
1 52565

0

LHC

RHC

7587,2175

6306

5037,3215
1811,925

0 7587,218

6306

0 5037,322
0 1811,925
0 737,971
0 1049,5
1 5256,5
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737,971
1049,5
5256,5

RHC

7587,218
6306
5037,322
1811,925
737,971
1049,5
5256,5



1.2. Planilhas de Analise de Sensibilidade do Solver

Microsoft Excel 14.0 Relatério de Sensibilidade
Planilha: [cenadrio 1.xIsx]Plan1
Relatério Criado: 13-11-2015 17:27:20

Células Variaveis

Final Reduzido Objetivo Permitido Permitido
Célula Nome Valor Custo Coeficiente = Aumentar Reduzir
SBS4  Resultado X11  5037,3215 0 3883,75 6001,25 1E+30
SCS4  Resultado X12 1811,925 0 7575 7075 1E+30
SDS4  Resultado X13 0 988903,75 1000000 1E+30 988903,75
SES4  Resultado X14 0 482,5 9625 1E+30 482,5
SFS4  Resultado X15 737,971 0 4856,25 482,5 6001,25
SGS$4  Resultado X21 0 6001,25 7712,5 1E+30 6001,25
SHS4  Resultado X22 0 7075 12477,5 1E+30 7075
SIS4  Resultado X23 737,971 0 8923,75 988903,75 1E+30
SJS4  Resultado X24 1049,5 0 6970 482,5 1E+30
SKS4  Resultado X25 4518,529 0 2683,75 6001,25 482,5
Restrigcdes
Final Sombra Restricao Permitido Permitido
Célula Nome Valor Prego Lateral R.H. Aumentar Reduzir
SMS$10 LHC 1811,925 -1567,5 1811,925 737,971 2,27374E-13
SMS$S11 LHC 737,971 1953,75 737,971 1049,5 2,27374E-13
SMS$12 LHC 1049,5 0 1049,5 2,27374E-13 1E+30
SM$13 LHC 5256,5 -4286,25 5256,5 1049,5 2,27374E-13
SMS7  LHC 7587,2175 9142,5 7587,2175 2,27374E-13 737,971
SMS$8 LHC 6306 6970 6306 2,27374E-13 1049,5
SMS$9  LHC 5037,3215 -5258,75 5037,3215 737,971 2,27374E-13
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Microsoft Excel 14.0 Relatoério de Sensibilidade
Planilha: [Cenario2.xIsx]Planl
Relatorio Criado: 13-11-2015 20:24:46

Células Variaveis

Final Reduzido  Objetivo Permitido Permitido
Célula Nome Valor Custo Coeficiente  Aumentar Reduzir
SBS4  Resultado X11 518,7925 0 3883,75 3770 1073,75
SC$4  Resultado X12 1811,925 0 7575 1073,75 1E+30
SDS4  Resultado X13 0 3770 8865 1E+30 3770
SES4  Resultado X14 0 6483,75 9625 1E+30 6483,75
SFS4  Resultado X15 5256,5 0 4856,25 991315 1E+30
$GS4  Resultado X21 4518,529 0 7712,5 1073,75 3770
SHS4  Resultado X22 0 1073,75 12477,5 1E+30 1073,75
SIS4  Resultado X23 737,971 0 8923,75 3770 1E+30
SJS4  Resultado X24 1049,5 0 6970 6483,75 1E+30
SKS4  Resultado X25 0 991315 1000000 1E+30 991315
Restrigdes
Final Sombra Restrigao Permitido Permitido
Célula Nome Valor Preco Lateral R.H. Aumentar Reduzir
SMS10 LHC 1811,925 4433,75 1811,925 518,7925 2,27374E-13
SMS$11 LHC 737,971  1953,75 737,971 1049,5 2,27374E-13
SMS$12 LHC 1049,5 0 1049,5 2,27374E-13 1E+30
SMS$13 LHC 5256,5 1715 5256,5 518,7925 2,27374E-13
SMS$S7  LHC 7587,2175 3141,25 7587,2175 2,27374E-13 518,7925
SMS$S8  LHC 6306 6970 6306 2,27374E-13 1049,5
SMS$S9  LHC 5037,3215 742,5 5037,3215 1049,5 2,27374E-13
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1.3.Planilhas de Relatério de Limites do Solver

Microsoft Excel 14.0 Relatério de Limites
Planilha: [cendrio 1.xIsx]Plan1

Relatério Criado: 13-11-2015 17:30:48

Objetivo
Célula Nome Valor
SBS5  Férmula X11 6E+07
Variavel Inferior Objetivo Superior Objetivo
Célula Nome Valor Limite Resultado Limite Resultado
SBS4 Resultado X11 5037 5037,32 62899887 5037,32 62899887
SCS4  Resultado X12 1812 1811,93 62899887 1811,93 62899887
SDS$S4  Resultado X13 0 0 62899887 0 62899887
SES4  Resultado X14 0 0 62899887 0 62899887
SFS4  Resultado X15 738 737,971 62899887 737,971 62899887
SGS4 Resultado X21 0 0 62899887 0 62899887
SHS4 Resultado X22 0 0 62899887 0 62899887
SIs4 Resultado X23 738 737,971 62899887 737,971 62899887
Slsa Resultado X24 1050 1049,5 62899887 1049,5 62899887
SKS4  Resultado X25 4519 4518,53 62899887 4518,53 62899887
Microsoft Excel 14.0 Relatério de Limites
Planilha: [Cenario2.xIsx]Plan1
Relatério Criado: 13-11-2015 20:25:47
Objetivo
Célula Nome Valor
SBS5  Férmula X11  9E+07
Variavel Inferior Objetivo Superior Objetivo
Célula Nome Valor Limite Resultado Limite Resultado
SBS4 Resultado X11 518,8 518,793 90016709 518,793 90016709
SCS$4 Resultado X12 1812 1811,93 90016709 1811,93 90016709
SDS4  Resultado X13 0 0 90016709 0O 90016709
SE$S4  Resultado X14 0 0 90016709 0 90016709
SFS$4 Resultado X15 5257 5256,5 90016709 5256,5 90016709
SGS4 Resultado X21 4519 4518,53 90016709 4518,53 90016709
SHS4 Resultado X22 0 0 90016709 0O 90016709
Sis4 Resultado X23 738 737,971 90016709 737,971 90016709
SJsa Resultado X24 1050 1049,5 90016709 1049,5 90016709
SKS4  Resultado X25 0 0 90016709 0 90016709
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ANEXO 2
Tabela de tarifas de precos da Sonangol de transportacéo e distribuicéao de

combustivel.

et

Sorreamegorl
Logistica

TABELA DE TARIFAS DE 2015 (KIVi/M3)

ORIGEM

DESTINO

VALOR AKZ

LUANDA

01.04.2015

Lucala 3.505
Uige 4.832
NMalange 5.405
Sovyo 5.940
Saurimo 11.880
Lucapa 11.880
NMoxico 13.150
LOBITO
Huambo 5.040
Kuito 6.950
Topa 3.296
Cunene 8.910
Namibe 6.384
Lubango 7.429
NMenongue 9.056
NVIALANGE
NMoxico 5.999
Saurimo 5.940
Lucapa 5.999
HUANMBO
Kuito 2.282
NMenongue 5.012
TOPA
Lucapa 12.556
Saurimo 12.241
Kuito 8.777
Lucala 4.992
Uige 11.256
Huambo 7.755
NMenongue 6.266
NMoxico 12.150
Luanda 4.203
Lubango 8.306
Lobito 4.022
NMalange 6.831
NAMIBE
Cunene a4.277
Lubango 2.376
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ANEXO 3

Tabela de Transportacdo e distribuicdo de combustivel durante o Més de Outubro

de 2015 na regido Sul.

S

Sonangol
Logistica
Soma de Quantidade movimentada do material
Outubro Total
Rétulos de Linha GASOLINA JET-Al1 PETROLEO
TOL 15174,435 253,994 34021,483
ICB 3623,85 8711,964
ICH 10074,643 145,995 20464,492
ICKK 1475,942 107,999 4845,027
TON 12612 209,5384 31300,53839
ICCU 2099 5149
ICL 10513 209,5384 26151,53839

TOL-Terminal Oceanico do Lobito
TON-Terminal Oceanico do Namibe
ICB-Instalagdo Central do Bié

ICH-Instalagdao Central do Huambo
ICKK-Instalagdo Central do Kuando Kubango
ICCU-Instalacdo Central do Cunene

ICL-Instala¢do Central do Lubango
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