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RESUMO

O presente trabalho de conclusdo de curso, intitulado “Um estudo sobre Fractais:
uma analise da importancia desse conhecimento geométrico para a humanidade”
tem como objetivo central expor como a geometria dos fractais esta presentes no
nosso cotidiano e como a sua utilizacdo pode contribuir para o desenvolvimento da
matematica e consequentemente da humanidade. A geometria é muito utilizada nas
mais diversas areas. A chamada Geometria Euclidiana é prépria para descrever
“fenbmenos ordenados e artefatos da civilizacdo”. Porém, quando nos deparamos
com formas irregulares, imperfeitas, como as nuvens, os ramos das arvores, 0S
alvéolos pulmonares, entre outros, esta geometria é inadequada, sendo necessario
buscar objetos da “Geometria da Natureza”, chamada de “Geometria Fractal”. No
que se refere ao desenvolvimento desse trabalho deu-se de carater meramente
guantitativo. O trabalho constitui-se em revisdo bibliografica, onde procuramos
levantar a origem dos estudos sobre fractais até as aplicacdes desses em diversas
areas do conhecimento. O trabalho proposto visou em fazer um apanhado da teoria
do caos, para compreender como esses conceitos sao relacionados com as
estruturas fractais, além de enfatizar a origem historica dos fractais, analisando os
conhecimentos matematicos existentes, dentre eles a Dimensionalidade que
dependera da forma do objeto analisado e sera esta caracteristica o objeto de
estudo para este trabalho de concluséo de curso.

Palavras-Chave: Caos, Geometria, Fractais.



ABSTRACT

This conclusion of course work, entitled "A study of fractals: an analysis of the
importance of geometric knowledge for mankind,” whose main goal is to expose as
the geometry of fractals are present in our daily lives and how their use can
contribute to the development of mathematics and consequently of mankind. The
geometry is widely used in several areas. The so-called Euclidean geometry to
describe itself is "ordered phenomena and artifacts of civilization." However, when
faced with irregular shapes, imperfect, like the clouds, tree branches, the pulmonary
alveoli, among others, this geometry is inadequate and it is necessary to find the
objects "Geometry of Nature", called "fractal geometry". Regarding the development
of this work has taken on a purely quantitative. The work is in the literature review,
where we look up the origin of fractal studies to applications in such diverse areas of
knowledge. The proposed work aimed at making an overview of chaos theory to
understand how these concepts are related eat the fractal structures, and emphasize
the historical origin of fractals analyzing the mathematical knowledge existing among
them, which will depend on the dimensionality of the shape of object being analyzed
and will be this feature the object of study for this article, making a comparison
between Euclidean geometry and fractal geometry.

Keywords: Chaos, Geometry, Fractals.
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INTRODUCAO

Quando procuramos estudar a Geometria, verificamos que nem sempre €
possivel fazer uma abordagem a partir da Geometria Euclidiana, utilizando as figuras
planas como retangulo, circulo, triangulo, trapézio, etc. Na natureza, observamos a
existéncia de formas, que ndo sao compativeis com as figuras geométricas planas e

gue apresentam comportamentos diferenciados.

Ao observamos essas figuras geomeétricas, que ndo podem ser explicadas
facilmente através da geometria Euclidiana, temos um novo ramo da matematica
denominada de Geometria Fractal. Essa divisdo da matematica procura estudar o

comportamento e as propriedades dos fractais.

A origem do termo fractais foi criado em 1975, pelo matematico Polonés
Benoit Mandelbrot, que intensificou 0s seus estudos sobre essas formas
geomeétricas na década de 70 do século XX. A palavra fractais sucede do adjetivo

latino fractus derivado do verbo frangere que significa quebrar, fracionar.

A origem dos estudos sobre fractais deu-se pela tentativa de aferir o tamanho
de objetos, para os quais as definicbes classicas da geometria Euclidiana
apresentavam falhas. Os fractais sdo estruturas geomeétricas que apresentam
algumas caracteristicas particulares que os definem e distingue de diferentes
formatos, além de apresentarem uma auto semelhanca em diversos graus de

escala, no entanto ndo existente em todos os fractais.

Na atualidade os estudos sobre os fractais, em especial acerca da dimenséo
fractal, vém sendo utilizada em distintas areas do conhecimento humano,
principalmente na utilizacdo de estudos de sistemas cadticos, como no padrao das
formacfes de nuvens e no mercado financeiro. Além da utilizacdo na medicao de
comprimento de curvas, analise e reconhecimento de padrdes de imagens,

caracterizacao de objetos e andlise de texturas.

Através desse trabalho procuramos mostrar como as geometrias dos fractais
estao presentes no nosso cotidiano e como a sua utilizacdo podem contribuir

para o desenvolvimento da matematica e consequentemente da humanidade, que



tem a matematica como uma ciéncia de sustentacdo de outras é&reas do
conhecimento, tais como a administragdo, economia, fisica, engenharia, medicina,

etc..

O estimulo para o desenvolvimento desta pesquisa deu-se pela tentativa de
compreender como formas geométricas tdo presentes na natureza e nos seres
vivos, apresentam tantas distincdes de padrbes e formas em relacdo as figuras

geométricas euclidianas.

No que se refere aos aspectos metodoldgicos o desenvolvimento da pesquisa
deu-se de carater meramente quantitativo. A pesquisa constitui-se em revisdo
bibliografica, onde procuramos levantar a origem dos estudos sobre fractais até as

aplicacdes desses em diversas areas do conhecimento.

O Trabalho de Conclusao de Curso, que apresenta com o tema: “Fractais:
uma analise da importancia desse conhecimento geométrico para a humanidade”

esta dividida em quatro capitulos.

No primeiro capitulo procuramos focar a teoria do caos, onde destacamos o

conceito de teoria do caos e suas aplicacdes para o estudo dos fractais.

J4 no segundo capitulo expomos a Histéria do surgimento dos fractais,
analisando os principais tipos de conjuntos de fractais, tais como o conjunto de

Mandelbrot, o Triadico de Cantor, o Floco de Neve de Von Koch, etc.

No terceiro capitulo, falamos sobre os principais conceitos de matematica
presentes nos fractais, destacando a matematica do conjunto de Mandelbrot, do
Triadico de Cantor, etc.. Procuramos destacar os principais conceitos matematicos
existentes em alguns conjuntos de fractais, como calculo de perimetros, areas e

contagens, entre outros.

Para finalizar o nosso trabalho, no quarto capitulo é feita uma analise da
presenca dos fractais na natureza, onde enfatizamos as diferentes formas de
fractais, existentes em plantas, montanhas, frutas, vegetais e no proprio ser humano
gue apresenta varias estruturas fractais em sua estrutura fisica. Também é
destacado neste capitulo aplicacbes e utilizacdo de fractais em outras areas do

conhecimento.



Assim sendo, ao desenvolvermos este trabalho acerca dos estudos dos
fractais, encontramos um jeito de contribuir com o desenvolvimento de parte uma
grande ciéncia conhecida como matemética, e procuramos desenvolver um trabalho
que enfatiza a importancia desse conhecimento geométrico tdo presente no
cotidiano da humanidade.



1 - TEORIA DO CAOS

1.4 — Surgimento

A palavra caos ndo soa de bom tom e esta sempre relacionada a algo que
ndo € bom, entretanto, esta € uma afirmativa muito vaga. Os gregos, quando

qgueriam se referir a um vazio profundo, usavam o termo “chaos”.

7z

A teoria do caos € um estudo da desordem organizada, seus estudos
cientificos foram iniciados pelo meteorologista Edward Norton Lorenz (1917 — 2008),
do Instituto de Tecnologia de Massachussetts - MIT no inicio da década de 60
guando este observou que fendbmenos aparentemente simples do cotidiano podem
ganhar um contexto cadtico. Ele chegou a essa conclusdo durante o teste de um
programa de computador que simulava o deslocamento de massas de ar. Um dia
em determinado momento ele digitou errado um digito ao inserir dados no programa,
mas achou que as consequéncias ndo seriam tdo grandes, afinal, eram apenas

alguns décimos de diferenca.

Entretanto, aquela pequena diferenca que parecia ser insignificante tornou-se
aquela chuva de verao que te fez perder uma entrevista de emprego e transformou
completamente o padrao das massas de ar. Observando tal efeito Lorenz percebeu
gue tal seria como se o bater das asas de uma borboleta aqui na América do Sul
causasse um tornado nos Estados Unidos. Tomando por base tais informacfes e

estudo Lorenz formulou equacgdes que mostravam esse tal “efeito borboleta”.

1.5 - Conceito

Apesar de suas origens se darem na década de 60, essa teoria entrou em
vigor apenas na década de 80. Sua esséncia é de que pequenas e insignificantes
alteracdes ou erros na condicdo inicial de determinadas situacdes terdo efeitos

imprevisiveis.

Como o primeiro ser humano comecou a escrever? Como Pitagoras
descobriu a relacdo entre os catetos e a hipotenusa? E se Charles Darwin tivesse

estudado Direito ao invés de Medicina? E se ninguém tivesse criado o Futebol? A



teoria do caos faz perguntas sobre por que algo acontece ou ndo acontece e ainda
faz revelacOes profundas a respeito de tais perguntas.

E de nosso conhecimento que previsdes do tempo tém margem de acerto e
erros, mais com precisdo em curto prazo, entretanto, Lorenz queria aperfeicoar
modelos matematicos que dessem maior precisdo as previsées do tempo, e para
isso desenvolveu um programa baseado em um conjunto de doze equacdes
simples, mas que em linhas gerais modelavam os principais fatores que influenciam

no tempo.

Eis ai entdo a descoberta surpreendente: pequenos erros ou mudancas
minimas em um par de variaveis eram capazes de produzir efeitos de uma
desproporcionalidade imensa em espacos de tempo de um ou mais meses. Lorenz
chamou esta descoberta de “efeito borboleta”, retirando este nome de um artigo que

publicara em 1979.

Os cientistas anteriores aos anos 70 tinham teorias sobre processos
“‘lineares”, ou seja, pequenas mudangas eram capazes de produzir resultados nas
mesmas propor¢des pequenas, entretanto, como vemos hoje, na fisica, na biologia,
na economia, pequenas mudancas em certas variaveis causam consequéncias
catastroficas em longo prazo, como por exemplo, o “efeito estufa” ou a “crise

econdmica mundial’.

A um conjunto de objetos estudados que estejam inter-relacionados € dado o
nome de sistema que podem ser lineares ou nao lineares, dependendo de suas
relacdes de causa e efeito, onde nos sistemas lineares alteracdes em suas variaveis
terdo efeito diretamente proporcional as mesmas, ja nos sistemas nao lineares,
alteracdoes de variaveis terdo efeitos imprevisiveis e nem sempre na mesma

proporcao a tais alteracoes.

Tais processos “ndo lineares” nao estao sujeitos equacdes lineares ou a taxas

fixas, e pequenas variacdes em suas taxas podem ter efeitos de vastas proporcgoes.

Outros passos dados em direcdo a formulacdo da teoria do caos foram
subsidiados por James A. Yorke e o bidlogo britanico Robert May quando passaram
a desenvolver estudos sobre o crescimento populacional através do estudo da

chamada “equacao logistica” a qual fornece modelos simples sobre tal estudo. Esta



equacédo é sempre alimentada pelos seus proprios resultados de modo a se obterem
novos resultados. A parte interessante € que dependendo da forma como certos
fatores séo utilizados estes resultados podem ser os mais previsiveis ou 0s mais

cadticos possiveis.

Até mesmo no caos desta equacdo logistica existe padrdo e embora nao
possam ser previstos seus resultados existe a possibilidade de saber que ele caira
em uma determinada faixa. Muitas outras equacfes tem comportamento cadtico
semelhante, produzindo com suas tendéncias certa organizacdo em seu caos, entre
estas, estdo equacdes que preveem a turbuléncia em liquidos ou a alta e a queda
dos precos de certos produtos.

Estas equacdes lineares sédo o reverso da formula do tempo de Lorenz, pois
no mercado financeiro € impossivel prever que o preco de um produto daqui a dois
anos tera um valor conhecido, entretanto, o histérico desses precos pode mostra
certa ordem, a qual € denominada “fractal’. Se transformarmos em grafico as
variacdes de preco tomadas dia-a-dia, semana-a-semana, més-a-meés, ano-a-ano se
verificara que a tendéncia maior (ano-a-ano) apresenta as mesmas caracteristicas
dos diagramas mais detalhados (como o dia-a-dia). Um gréafico ou diagrama fractal
pode ser ampliado ao maior tamanho possivel e mesmo assim preservara o seu

padrao em qualquer quadro.

Este comportamento da curva do preco do algodao foi observado na década
de 60 pelo matematico francés naturalizado americano Benoit B. Mandelbrot (1924 —
2010). Mandelbrot também descobriu que outros fenbmenos apresentavam este

mesmo comportamento fractal.

O conceito dimensional dos fractais que Mandelbrot propds era diferente do
gue estavamos acostumados onde uma linha tem dimenséo 1, um plano dimenséo
dois e uma figura como um cubo, dimensdo 3. Ele introduziu o conceito de
dimensdes fracionais, 1,3 ; 2,7 ; 12,2 que descreviam as recorréncias ou
imprecis6es nos contornos de um litoral ou nas curvas de precos estudados por ele.
Dimensdes fracionais sdo entendidas como a medida do quanto uma forma toma de
uma dimenséo total. Foi em 1975 que Mandelbrot cunhou o termo “fractal” para dar
nome a essa nova geometria dimensional fracional. Também foi ele o primeiro a

usar computadores para construir fractais.



“Os fractais sdo formas geométricas que repetem sua estrutura em escalas
cada vez menores” (STEWART, 1996, p. 12).

»

Figura 1: O conjunto de Mandelbrot ampliado.

Desta forma, dentro da teoria do caos, o estudo desta nova geometria
dimensional fracional de estruturas e formas complexas até entdo ndo estudadas e
gue por isso eram consideradas desorganizadas, mas que observadas de maneira
microscopica ou a distancia apresentam sequéncias de detalhes em comum é que

deu origem ao estudo dos fractais.

Entretanto, a geometria fractal e o0 caos nao teriam seus estudos
aprofundados sem as descobertas do fisico Mitchell Jay Feigenbaum (1944). Foi ele
gue em meados da década de 70 observou que muitos sistemas nao lineares e nao
associados apresentavam comportamentos semelhantes, sugerindo assim haver

uma teoria unificada que pudesse explicar tal fenébmeno.

1.6 — Aplicacdes da Teoria do Caos

Uma das principais aplicacées da teoria do caos, os fractais, estdo presentes
por toda parte na natureza e podem ser vistos a olho nu em coisas simples que nos
cercam, como estruturas animais ou vegetais, por exemplo: em uma arvore com
seus galhos que parecem crescer de forma caodtica, em uma folha de samambaia,
na descarga elétrica de um raio, em um floco de neve, etc. Estes sdo todos

exemplos de desordem ordenada.



Figura 2: Fractais encontrados na natureza

Medir a dimenséo fractal de uma superficie metalica pode nos fornecer uma
informagdo a respeito de sua resisténcia. A superficie da terra tem uma
dimenséo fractal, da mesma forma que 0s vasos sanguineos em nosso corpo.
Até o cérebro humano e sua consciéncia podem ter formas fractais. (GLEICK,
1990, p. 122).

Como a teoria do caos é algo recente, ainda esta passando por uma espécie
de refinamento e novas aplicacdes ou descobertas ainda estdo sendo publicadas ou
até mesmo sendo revisadas. O que se tem hoje de concreto sdo aplicacdes na
teoria dos fluidos, pois 0s mesmos estdo bastante sujeitos a sofrer alteracbes
rapidas de um comportamento estavel para um comportamento cadtico por
influéncias externas como, por exemplo, a mudanca de temperatura da agua que até
aos 99,5°C é liquida e aos 100,5°C muda de estado tornando-se gasosa. Também o
fracionamento consecutivo de determinados valores parece apenas uma ideia
bizarra ou indtil, entretanto, para e geometria fractal possui muitas aplicacbes

préticas.

A teoria do caos também vem sendo aplica aos sistemas de informacao
devido a instabilidade e imprevisibilidades destes. Seu comportamento é nao linear e
também sem um padréo periddico, fornecendo mais um exemplo de comportamento

de desordem ordenada.

O transito também sofre a influéncia de multiplas varidveis inexatas e
imprevisiveis, que podem ir desde um simples acidente dentro de um tanel até
aquele jogo da copa do mundo em que os funcionarios do comércio sao
dispensados mais cedo do trabalho gerando assim grandes engarrafamentos fora do
horéario padrdo. Isto ndo € visto somente no transito das rodovias, mas também ja
ouvimos falar no “caos aéreo” que causa enormes filas nos aeroportos, atrasos e

cancelamentos em voos por fatores que também podem variar desde uma greve de



funcionarios dos aeroportos, até as condicdes de mau tempo ou uma erupgao

vulcanica.

1.4 — O Atrator de Lorenz

Em um artigo intitulado “Fluxo Deterministico N&o periédico”, publicado em
1963, Edward Lorenz estudou um sistema de equacdes a partir das leis da
termodinamica onde concluiu que a possibilidade de previsdo meteorolégica é
limitada pela prépria natureza do sistema.

Seu sistema de equacbes consiste em um modelo simplificado do
comportamento atmosférico, simulando o comportamento de um fluido em um plano
retangular cujos lados apresentam temperaturas diferentes, sendo o lado inferior o

gue apresenta a maior temperatura.

Tal sistema € dado pelas equacoes:

—

dx_
dt—a.(y X)

J ady
E—x(r—z)—y
dz _ b

\dt = Xx.y VA

Onde g, r e b sé@0 constantes positivas.

Lorenz observou que para uma grande extensdo de parametros a solucdo
oscila de maneira irregular e nunca repete 0 mesmo resultado, porém se mantendo
numa regido limitada do plano. Quando Lorenz transformou essas solucdes em um
grafico de trés dimensbes, percebeu que se ajustavam num complicado conjunto

chamado de atrator estranho.

Este atrator ndo apresenta comportamento fixo ou estatico, nao
representando um ponto, curva ou superficie, sendo assim um fractal com

dimensdes entre 2 e 3.
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Figura 3 — Atrator de Lorenz no plano xz

Tais atratores possuem inumeras aplicacbes em varios campos do

conhecimento tais como a fisica, a quimica, a biologia e engenharia. Como exemplo
podemos citar um feixe de laser, oscilagdes quimicas, sistemas de controle genético,

dinamica de populacdes, criptografia de mensagens, etc.



2 — HISTORIA DO SURGIMENTO DOS ESTUDOS DOS FRACTAIS

Os Fractais ja existem na natureza a milhdes de anos, no entanto, os estudos
sobre esses formas geométrica foram intensificadas a partir do surgimento de seu

nome em 1973.

Nesse periodo, o matemético Polonés Benoit Mandelbrot estudava uma
variacao existente nas formas geomeétrica, pois existiam seres na natureza que nao
possuia nenhuma correspondente, com as formas e modelos geométricos
existentes. No ano de 1973, Mandelbrot foi convidado para proferir uma palestra na
Universidade de Paris - Franca, pois ele tinha percebido que suas pesquisas o

levaram a um novo tipo de geometria.

Benoit Mandelbrot propde o termo fractal a partir da palavra latina fractus, que
significa fragmentada ou irregular. Para Mandelbrot "um fractal € uma forma
geomeétrica grosseira ou fragmentada que podem ser subdivididas em partes, e cada
uma das partes quaisquer (pelo menos aproximadamente) € uma copia em tamanho
reduzido do todo" (SORNETTE, 2000, p. 35).

No ano de 1982,Benoit Mandelbrot publicou seu o livro “A Geometria Fractal
da Natureza”. Essa obra literaria constituiu os alicerces para o estudo da geometria

dos fractais.

Como Benoit Mandelbroit, foi um dos pioneiros a estudar essas formas
geométricas, faremos uma abordagem a partir dos mais famosos fractais,
denominados conjuntos de Mandelbrot. No estudo dos Fractais, “conjunto de
Mandelbrot € um fractal definido como o conjunto de pontos ¢ no plano complexo

para o qual a sequéncia definida iterativamente” (LIMA, 2000, p.33).

2.1 - Os Diferentes Tipos de Conjuntos de Fractais
2.1.1 - O Conjunto de Mandelbrot

Mandelbrot descobriu este conjunto de fractais depois de estudar o trabalho

do matematico francés Gaston Julia. Este conjunto é gerado a partir da quadratura



um namero complexo e, em seguida, acrescentando o numero original para o

complexo (um ndmero constante).

O conjunto de fractais de Mandelbrot foi estudado e definido em 1905, pelo
Matematico francés Pierre Fatou. Os estudos de Fatou tiveram sua direcdo para o
campo da dindmica analitica dos nimeros complexos, N0S processos recursivos, tais

como:

Zn= Zn 1 +C
Partindo-se de qualquer um ponto Z, no plano complexo, podemos determinar continuos
pontos sobrepondo frequentemente esta formula. Esse conjunto de pontos obtidos €&

definido como érbita de Z, sob a transformacéo complexa Z,, = Zn_lz +C

Para um fractal ser um elemento do conjunto de Mandelbrot, essa sequencia
deve ser limitado para o numero complexo. O conjunto de Mandelbrot € néo linear, e
sob a ampliacdo, € evidente que cada uma das consequéncias é similar a forma

original.

2.1.2 — O conjunto Triaddico de Cantor

O Matematico Russo George Ferdinand Ludwig Philipp Cantor, definiu esse
tipo de conjunto, a partir de um segmento de linha, dividindo-a em trés partes iguais,
e depois retirar o terco médio, deixando 0s seus extremos. Este processo € repetido
com as duas partes restantes e assim por diante, produzir segmentos muito curtos,

dando a esse conjunto o nome de "poeira de Cantor".

Este resultado é tipico de um conjunto fractal, pois como o numero de
repeticdes crescerem, o comprimento total do conjunto vai para zero, enquanto o

numero de segmentos tende ao infinito.

2.1.3 - 0O Floco de Neve de Von Koch

A curva do floco de neve é outro exemplo de um conjunto fractal. Esta curva

foi definida pela primeira vez em 1904 pelo Matematico Sueco, Helge Von Koch,



essa curva € também conhecida como a curva de Von Koch. Comegando com um
triangulo equilatero com comprimento de um lado, a curva é produzida através de
sucessivas adicionando um novo triangulo equilatero se no terco médio de cada

lado.

A ~ . a ,
Os lados dos triangulos novos sdo de um comprimento 3 Este processo é

repetido, e como resultado o perimetro da curva tende ao infinito. Olhando para a

zona da curva, porém, d4 um resultado diferente e surpreendente. A area esta
_ : A : A - ) 8
contida dentro da circunferéncia circunscrita ao triangulo original e é calculado em s

da éarea original. Assim, a area da curva é finita. Existem muitas outras construcdes

fractal, incluindo o triangulo de Sierpinski e o tapete de Sierpinski.

Os Fractais desempenhar um papel na vida quotidiana de todos os seres
Vivos e estéo literalmente em toda parte. Note-se que os fractais na natureza sédo um
pouco diferentes do que aqueles que sédo criados matematicamente. "[...] Nenhum
objeto na natureza podem ser ampliados um numero infinito de vezes e ainda
apresentar a mesma forma de todos os detalhes em ampliacdes sucessivas [...]”
(LIMA, 2000, p.33). A principal razdo para isto € que as moléculas e atomos sao
ambos de tamanho finito. Um exemplo de uma superficie fractal encontrada na
natureza é a fratura fragil. Este tipo de fratura ocorre em materiais como o silicio,

vidro ou aco.

Muitas zonas costeiras e das redes fluviais parecem ter propriedades fractais.
Elas possuem caracteristicas auto similares e parecem ter um perimetro que tende
ao infinito. As nuvens sdo exemplos de fractais na natureza. Se a nuvem estava a
ser ampliada, ao que parece ser feita de varios pedacos menores semelhantes para
a nuvem inteira. Outras estruturas fractais na natureza incluem crateras, sistemas de
falhas, raio, gelo, corais, polimeros e etc. Fractais também tém sido usados para
fazer os modelos para analisar a mecanica dos fluidos, linguistica, economia, tecido

bioldgico, e o crescimento populacional.

Quase 30 anos atras, a palavra fractal nasceu, e desde aquela época fractais
tém vindo a ter grande significado para as pessoas de muitas profissdes diferentes.
As aplicacdes da geometria fractal parecem interminaveis, apesar do estudo da

geometria estar apenas comecando. Como 0s matematicos e cientistas a aprendem



mais sobre este novo ramo do conhecimento, pois acreditamos que havera

descobertas mais importantes sobre fractais em nosso universo.



3 — PRINCIPAIS CONCEITOS MATEMATICOS PRESENTES NOS
FRACTAIS

A matematica pode ter seus conceitos mais simplificados e faceis de ser
visualizado se pudermos constata-los nas coisas e formas que estdo ao nosso redor.
Para que possamos ter tal visdo é preciso um olhar sensibilizado que possa
perceber conceitos matematicos simples que podem ser aplicados ao cotidiano. No
entanto, nem sempre estes conceitos sao faceis de ser desenvolvidos, como por
exemplo, fazer a medicdo de conjuntos irregulares tipo os galhos de uma arvore ou
as dimensfes de uma nuvem. Para que tais estudos sejam feitos é necessaria a
utilizacdo da geometria fractal, pois esta apresenta uma estrutura que da suporte ao
estudo de formas geométricas com dimensdes complexas e infinitas.

A partir das caracteristicas dos fractais, podemos definir algumas maneiras de
exploracéo de seus elementos como aplicacfes matematicas do dia a dia, como por
exemplo, contagens, calculos de perimetros e areas, além da exploragcéao das formas
geomeétricas de um conjunto fractal.

Neste capitulo veremos alguns conceitos matematicos utilizados em alguns

fractais mais conhecidos e citados anteriormente.

3.1 - A dimensao de um fractal
A dimensédo de um fractal estabelece uma relacéo entre suas partes e o todo

de modo que haja proporcéo entre tais elementos.

As dimensdes fraciondrias sdo usualmente denominadas dimenséo fractal.
Quando um fractal apresenta auto similaridade estrita, sua dimensao pode
ser determinada por um método simples que se delineia na passagem de um
dado nivel na construcdo do fractal para o nivel imediatamente seguinte.
Sendo assim basta anotarmos:

O numero p de subpartes similares que se tomam no lugar de uma dada
parte do fractal,

O fator de reducgédo g da parte considerada para cada subparte que entra em
seu lugar. A dimensao espacial é calculada, entdo pela quantidade: dim =

__logp
Tosq (SERRA, 1997 p.15).

Para entendermos e definirmos essas relacdes entre um todo e suas partes vamos
admitir trés figuras: um segmento de reta de comprimento [, um quadrado de area A

e um cubo de volume V, todos unitéarios.
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Figura 4: A dimenséo Fractal

Primeiramente observamos o comportamento do segmento [. Se este for

dividido em varias partes iguais de comprimento g, entdo podemos afirmar que a é
um padrdo de escala e que % = g, uma vez que [ = 1. Dizendo que p € o numero de

partes auto similares em que cada figura foi dividida, teremos, portanto o

comprimento [ = p - q = 1 podendo assim afirmar que cada parte em que foi dividido
0 segmento mede q = %. €

De maneira analoga a area A podemos observar que foi dividida em subareas

equivalentes a g% e o valor da area total serd dado por A=p-q?>=1 0 que nos

. . ) 1
permite concluir que cada subarea a mede q = =R 2
p'2

Aplicando o mesmo raciocinio ao volume V verificamos que: V =p-q3 =1,
~ 1
entdo g = -~ ®
p /3

Das afirmacdes (1), (2) e (3) podemos observar que o expoente de g muda
conforme a dimensdo auto similar do objeto em questdo, o que nos permite

podermos estabelecer a generalizagdo sobre a dimensao de um fractal:
p-qgPim=1 = qum:% = Dim=logq% = Dim =log,1—log,p =

Di log1 _ logp .
logg loggq logq

3.2 — A Matemética presente no Conjunto de Mandelbrot.



Tal construgdo comecara a partir da definicdo das coordenadas de um ponto
do plano cartesiano (nimero complexo) que dara origem a uma sequéncia infinita de

outros pontos aos quais denominaremos Sequéncia de Mandelbrot. Esta sequencia
se expande no plano complexo a partir da equagdo: Z,,1 = an + C, onde

ZeC eCeZ=u+wieC=x+yi

A representacao grafica do conjunto de Mandelbrot pode ser dividida em um
conjunto infinito de figuras pretas, onde a maior dessas figuras é uma cardioide* que
se localiza ao centro do plano complexo e as restantes sdo uma infinidade de quase
circulos tangentes a cardioide cujo tamanho varia com raio assintotaticamente?
tendendo a zero.

7

A sequéncia iterativa do conjunto de Mandelbrot é obtida com o
desenvolvimento da equagdo Z, .1 = an + C onde Z, estara localizado na origem

do plano cartesiano, assim:

-1

Figura 5: O conjunto de Mandelbrot
Zy=1(0,0)
Z,=Z224C = Z,= x+yi

! Curva Matematica cuja forma se assemelha a um coracdo. Deriva do grego kardioeides =
kardia:coracéo + eidos:forma.

2 Assintota de uma curva C é um ponto ou uma curva de onde os pontos de C se aproximam na
medida em que se percorre a curva C.



Z,=224C= Z,= (x+y)2+ (x+yi) = Z, = x2—y2 4+ x+ Qxy+y)i
Zy=7,"+C = Z3= -
e assim por diante.
Se reescrevermos esta sequéncia destacando a parte real e a parte
imaginaria, substituindo Z,, por x,, + y,i € ¢ por a + bi, a cada iteragdo n teremos:
Xni1 =X —Ya’ ta

Yn+1 = 2XpYn + b

3.3 = 0O conjunto Triadico de Cantor

O conjunto de Cantor ou poeira de Cantor € um fractal gerado a partir de um
segmento de comprimento unitario a qual € dividida em trés partes iguais e lhe é
removido o terco central. No passo seguinte repete-se a operacédo anterior com 0s

segmentos extremos e vai-se repetindo esta operacéo indefinidamente.

Figura 6: O conjunto de Cantor

3.3.1 = O conjunto numérico de Cantor

Para o segmento de reta unitario temos seu conjunto de pontos representado

pelo intervalo [0, 1]. No passo seguinte, o conjunto de pontos que representara a

figura € dado pela unido [Oﬂ U El] Mais uma etapa e ja teremos a unido de

. 1 21 27 8 . . ,
quatro subconjuntos: [0,5] U [;,5] U [g'g] U [5,1] e assim sucessivamente. Ap0s
sucessivas etapas podemos concluir que o conjunto de Cantor é o conjunto formado

pelos nimeros que restarem nas unides apds estas infinitas etapas.



Mas afinal € possivel entdo enumerar os elementos do conjunto de Cantor?
Uma analise mais simplificada seria a de enumerar os pontos extremos de cada

segmento, dessa forma, no conjunto [0, 1] poderiamos atribuir os valores 1 e 2. No

conjunto seguinte [O%] U El] teremos os valores 3 G) e 4 G) Mais adiante

teremos o conjunto [O, ﬂ U Eﬂ U Eg] U E 1]onde encontraremos os valores 5 (g)

6 (S) 7 (g) e 8 (S) 0 que pode nos levar a acreditar que na préxima etapa

encontraremos os valores 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15 e 16. Seguindo por este caminho
chegamos a sentenca de que o niumero de elementos do conjunto em uma etapa n
serd dado por 2"*1. Entretanto, este € um engano, pois além dos pontos extremos

de cada segmento também existem outros nimeros cujo denominador ndo é uma

A~ . 1 3
poténcia de base 3, como por exemplo, L€

A conclusdo a que podemos chegar € a de que poderemos determinar o
comprimento total dos segmentos restantes ao final de uma determinada etapa a

partir de calculos mais simplificados conforme a tabela seguinte:

ETAPA N° DE COMPRIMENTO DE UM | COMPRIMENTO
SEGMENTOS SEGMENTO TOTAL
0 1 1 1
1 2
1 2 - z
3 3
1
2 3 2 2
32 32
1 3
3 4 - 2
33 33
: : : -
n 2" — <E>
3n 3

Tabela 1: O Conjunto de Cantor

Deste modo podemos admitir que em determinada etapa n, 0 comprimento
restante tende a ser nulo quando n tende ao infinito.
liml, =0
n—-oo
O conjunto de Cantor apresenta uma particularidade dos fractais que é a auto

similaridade em qualquer nivel, podendo entdo sua dimensdo ser calculada

observando-se que o numero de subpartes que sao observadas no lugar de



determinada parte é 2 e o fator de reducdo de cada parte considerada para cada

s ;1 ~ 1
parte substituida em seu lugar é ;. femosentdop =2eq =3
. logp . log 2 . log2 .
dim = ——— = dim = ——% = dim = —— = dim = 0,63092
logq log5 log 3

3.4 - Explorando a Matematica do Floco de Neve de Von Koch

3.4.1 — Calculando o numero de faces do fractal floco de neve de Von
Koch

Inicialmente temos um triangulo equilatero, no qual iremos dividir cada um de
seus lados em trés segmentos iguais e sobre o segmento central construiremos
outro triangulo equilatero suprimindo a sua base, transformando-se assim cada
segmento do triangulo anterior em quatro segmentos, fazendo um total de 3-4 = 12
segmentos. NoO passo seguinte, repetindo a operacdo para 0S novos segmentos,
teremos 3-4 -4 = 48 segmentos na 22 etapa de construcdo. Repetindo o processo
uma 32 vez, observamos que para cada segmento obteremos quatro novos, ficando
assim o numero de segmentos em 3-4-4-4 =192 segmentos na 32 etapa do
processo. Para concluir poderemos observar os resultados e chegar a uma equacéo
para a determinacdo do numero de segmentos em uma determinada etapa n da

construcéo do floco de neve de Von Koch:

5 ¢
12 etapa: S; = 3 - 4* 5 £ o
wd e E L
23 etapa: S, = 3- 42 ; L;"
32 etapa: S; = 3-43 i A
46. i S _ 3 44 .5’?.,.:;\3 ba.}"zﬁ
etapa: S, = ? E
fa,s‘“ay{ g‘w?ﬁ fﬁf‘mﬁi g fay
n? etapa: S,, =3-4 Basd

Figura 7: O Floco de Neve de Von Koch

3.4.2 — Calculando o perimetro do fractal floco de neve de Von Koch



Denominando por [ a medida de cada lado do triangulo inicial do floco de
neve de Von Koch, temos que seu perimetro mede 3[. Ao dividirmos em trés partes

iguais cada segmento e levantarmos sobre o segmento central um novo tridngulo
o, . . . . 1
equilatero, ficamos com quatro segmentos com medidas iguais a El' Na 22 etapa da

construcédo dividimos novamente cada segmento em trés partes iguais e cada um
. . , L0101 1\2 .
terd seu comprimento igual a g'gl ou (5) [. Na etapa seguinte pelo mesmo

3
. . . 1 . p
processo teremos segmento cujo comprimento sera de (5) [ e de maneira analoga

podemos observar este comportamento para os comprimentos dos segmentos e

respectivos perimetros na tabela seguinte:

NIVEL S, COMPRIMENTOS PERIMETROS

0 3 l 3-1

1 3-4 11 3:4 11—3 4 l
3 2 32 — 3 2
1 1 4

2 3 . 42 (_) . 2 . <_) B . (_) .
3 31 3-4 3 Zl 3 3 3 l
1 1 4

3 3 . 43 (_> . 3 . (_) - . <_) .
3 l 3-4 3 =3 3 l
1\" 4\"

n 3 . 4n (_> . (_) .
3 l 3 3 l

Tabela 2: O Floco de Neve de Von Koch

Podemos observar em nossa tabela que o perimetro de cada etapa é dado
, . 4 4 1 , -
pelo perimetro anterior vezes ;€ sabendo que = 1+3 concluimos que o perimetro

do fractal floco de neve de Von Koch é infinito, ou seja, o perimetro de sua curva
fronteira tende ao infinito e cresce exponencialmente.

Agora observe a seguinte situacao problema: “Sabendo que a medida do lado
do triangulo inicial do floco de neve de Von Koch é de 1m (P, = 3m), determine em

guantas etapas teremos seu perimetro maior ou igual a 90m?”

n
Na situacdo devemos calcular a etapa em que a desigualdade 3 - (g) > 90.

. (\" . : log 30
A desigualdade 3 (5) > 90 e equivalente an > /(log4 —log3)"



Resolvendo a equacao encontramos n = 11,8, como n deve ser um numero
inteiro, entdo concluimos que n = 12, ou seja, na 122 etapa teremos um perimetro

maior ou igual a 90m.
3.4.3 — Calculando a area do fractal floco de neve de Von Koch

Ja nos é conhecido das aulas de geometria que a area do triangulo equilatero

7

é Ay =12 ‘/§/4. Entéo, este serd 0 nosso ponto de partida para o calculo da area do

fractal floco de neve de Von Koch.

Partindo do tridngulo inicial observaremos o que ocorrera em um dos lados
desse triangulo e ao final de nossa analise nos bastara multiplicar esse resultado por
trés.

Na 12 etapa € acrescentado ao lado um novo triangulo equilatero com area

. 1 . 1 ~

igual a 7 da area Ay (App = EAA)' Na 22 etapa sdo acrescentados quatro novos
‘A . , . .1 , . n

triangulos equilateros com areas iguais 5 da area do triangulo acrescentado na etapa

. . . 1 . ~
anterior (Ap1). Esta nova area sera Ay, = Apq +4 - ;AM. Na etapa seguinte seréo

acrescentados a figura mais 42 = 16 triangulos equilateros cuja area é igual a

4

1 , 11 : 4 2
AA3:AA1+4";AA1+4‘ "= AA]_ ou seja, AA3=AA1+6AA1+(5) AA]_.

9 9
De maneira analoga podemos concluir que na etapa n, teremos a area dada por:
4 4\? 4\
A—[1+(a)+(;) +4(5) ]'AM
Para um fractal o valor de n aumenta indefinidamente, entdo teremos o limite

A . P 1 e -
da soma dos termos de uma sequéncia geométrica decrescente (; < 1) ilimitada,

9

9

. , . A 5
onde poderemos definir a area anterior como sendo A = 1 AL =(—) Apq.

Desta forma, para chegarmos ao resultado da area total do fractal floco de neve de

Von Koch multiplicaremos o resultado anterior por trés (3 lados) e adicionaremos a este a

area do triangulo inicial (4,)

9
AFioco de neve de koch = Aa+ 3+ (g) Apr



27 32
AFloco de neve de Koch = AA + (?) AA = (?) AA

Observamos que esta area € uma area finita aproximadamente 54 vezes
maior que a éarea inicial. Também observamos que esta area finita € interior ao

perimetro infinito encontrado antes.

3.5 - Explorando a Matematica do Triangulo de Sierpinski.

O triangulo de Sierpinski € o fractal que tem como base um tridngulo
equilatero do qual faremos a remocédo do tridangulo central cujos vértices coincidem
com o ponto médio de cada lado do triangulo externo. No passo seguinte temos trés
tridngulos equilateros dos quais iremos tirar de cada um seu triangulo central como
no passo anterior, passando a ter em nossa figura nove triangulos equilateros. Estes

passos podem ser repetidos indefinidamente.

Figura 8: O triangulo de Sierpinski

3.5.1 — Contagem do numero de triangulos em determinada etapa.

Como observamos na definicdo, ao retirarmos um dos quatro triangulos
equilateros congruentes em nosso primeiro passo, nossa figura ficarda com trés
triangulos. No passo seguinte feita novamente a remocédo dos triangulos centrais de
cada um dos trés triangulos teremos uma figura formada por 9 (3?) triangulos

equilateros. Repetindo a operagdo com os tridngulos restantes na figura obteremos



um total de 27 (33) tridngulos equilateros, e assim, podemos observar que temos
uma poténcia de base 3 e expoente igual a etapa na qual estamos, estabelecendo

assim que o numero de triangulos na figura em determinada etapa é:
N,, = 3™ triangulos
Sao contados apenas os triangulos que restam na figura e ndo suas partes

vazadas.
3.5.2 — Area do Triangulo de Sierpinski.

Seja A a area do triangulo inicial, vemos claramente que a area de cada

A , o o , _ 1

triangulo apos a aplicacdo do primeiro passo sera equivalente a ZA' No segundo
. A L 1(1 .1 .

passo temos que a area de cada novo triangulo sera " (ZA)’ ou seja, 4—2A. Assim, no
: ~ . . L1 .

terceiro passo teremos entdo a area igual a 4—3A. Desta forma, podemos considerar

) A . 1
gue a area de cada triangulo no passo n seraigual a — A.
47’1

Para uma melhor visualizacdo de tais calculos, podemos observar a tabela

seguinte:
PASSO NUMERO DE AREA DE CADA | AREA TOTAL DA
TRIANGULOS TRIANGULO SUPERFICIE
0 1 A A
1 1
1 3 —A 3-—A
4 4 .
1 1 3
2 32 — 2. 4= (_)
724 32 zA=(7) 4
1 1 3\’
3 33 —A 3._ A= <_)
yE 3% - zA=(7) 4
1. 1 3\"
[ - g g
T 3tmA=(7) 4

Tabela 3: O Triangulo de Sierpinski.

Na tabela constatamos que a area do fractal vai diminuindo conforme vai
. , ~ . . . 3 .
aumentando o nivel da iteracdo. Cada area obtida é " (75%) menor que a anterior.

Desta forma afirmamos que a area decresce, tendendo a zero a medida que o

perimetro vai aumentando.



3.6 — Explorando a Matemética da Esponja de Menger

Trata-se de uma versao tridimensional do conjunto de Cantor, cuja descricao
foi feita pela primeira vez em 1926 pelo matemético austriaco Karl Menger (1902 —
1925) durante a exploracéo de conceitos de dimens&o topoldgica. E interessante por
ser um fractal que apresenta volume zero ao passo que sua area torna-se infinita.
Isto ocorre quando as iteracdes vao aumentando, pois a cada retirada de um novo
cubo perde-se volume e ganha-se em areas de superficie, pois vdo surgindo novos
tineis.

Observamos alguns passos das iteracdes na ilustracdo abaixo percebendo-as

em cada uma das faces ou no todo.

Figura 9: A esponja de Menger

3.6.1 — Contagem do Numero de Cubos da Esponja

A figura inicial € a de um cubo de aresta unitaria, o qual sera dividido em 27

cubos menores por planos secantes ortogonais as faces. A aresta de cada novo
;1 e .
cubo é 3 da aresta do cubo inicial. O cubo central e os cubos do centro de cada face

sdo retirados. Desta forma, temos um restante de 20 cubos de um total de 27 (7

retirados).

Na iteracdo do passo seguinte 0 mesmo procedimento é realizado em cada

um dos 20 cubos restantes, sendo retirados 7 pequenos cubos de cada um cujas

2
arestas medem G) da aresta do cubo inicial, sendo retirados até esta iteragdo 147



(7 + 7-20) cubos. O numero de cubos restantes é de 20 cubos menores nos 20

que havia no passo anterior, portanto, 20? cubos menores.

3
, . . ~ ~ . 1
Na proxima iteragao serdo removidos 7 cubos de aresta (5) dos 202 cubos

do passo anterior, fazendo um total de 2947 (7 + 7-20 + 7 - 202) cubos retirados e

restando 203 cubos menores.

De forma andloga podemos estabelecer uma relacdo entre o numero de
cubos e cada iteracao ocorrida conforme a tabela abaixo:

PASSO | CUBOS RETIRADOS CUBOS RESTANTES
0 0 1
1 7 20
2 720 202
3 7 - 202 203
n 7-20"1 20™

Tabela 4: Numero de Cubos da Esponja de Menger

3.6.2 — Volume da Esponja de Menger

O nosso cubo inicial possui volume V, e sendo dividido em 27 cubos iguais

cuja aresta mede - da aresta do cubo inicial, o volume de cada cubo novo
1 ~ . .
corresponde a ;V. Como séo retirados sete desses cubos, ficamos com um volume

de 2v.
27

2
. . , . 1
Para o passo seguinte cada cubinho tera o volume igual a (Z) V, sendo

retirados 7 - 20 desses cubinhos teremos um volume final de:

1 1\2 272 -7:27—=7-20
V—7-—V—7-20-(—>V: 14

27 27 277

[27(27 = 7) — 7 20] (27-20—7-20)
s Ll E i



), @

De maneira analoga poderemos estabelecer que no passo 3 o volume seja

3 n
20 . ., . 20
(E) IV, estabelecendo ainda que no nivel n o volume seja (5) V.

Analisando os volumes calculados acima podemos concluir que a cada

iteracdo o volume diminui em % (=26%), tendendo, portanto, a zero.

3.6.3 — Area da Esponja de Menger

Admitindo que cada face tenha uma area F, temos que o cubo inicial possui
uma superficie total de 6F. Ao dividirmos esse cubo em 27 cubos menores e

retirarmos o cubo central e os cubos do meio de cada face, estamos retirando da

;o . . L, 1 . z
superficie seis quadrados cuja area de cada um é gF, deixando uma perda de area
. 6 p
igual a ;F, entretanto em cada furo surgem 4 novos quadrados de mesma area,

perfazendo um total de 24 novos quadrados, o que nos da um ganho de area de %F.

O calculo da nova area é:

24 54 -6+ 24
(—)F = 8F

6
6F — GF + 5 F = 5

Ao repetirmos a iteracao no passo seguinte, em cada cubo teremos uma area

de 6 unidades que passara a ser de 8 unidades, tendo com isso uma area que sera
4 , . . . ~ , . 1
de 3 da area anterior, aumentando assim em cada iteracdo a area anterior em 3

tendendo assim para o infinito.



4 — ONDE PODEMOS ENCONTRAR OS FRACTAIS NA NATUREZA

Segundo Marx (1985), a nossa civilizagdo retira da natureza tudo o que
precisa para a sua sobrevivéncia, ou seja, dela nos alimentamos e fabricamos todos
0s produtos aos quais precisaremos nNo NOSso cotidiano e com isso supriremos todos

0S NOSS0S anseios e necessidades.

Esta relacdo na qual instituimos com o planeta Terra, transformou-se ao longo
dos tempos e este desenvolvimento e a maneira pela qual as sociedades suprem as
suas necessidades, termina em diversas culturas. Assim, estas mesmas sociedades
diferem-se, portanto, pelo modo de interagir com a natureza, servindo como base
para tal aprendizagem o meio no qual esta inserido. Isto esta ligado com as relacdes
estabelecidas, entre os proprios seres humanos, levando em consideracao tanto os
aspectos sociais, quanto politicos e econbmicos. Partindo disso, surgem as
inimeras estruturas de sociedade que existiram e ainda existem em nossa historia,

como por exemplo, a feudal, capitalista, etc.

Os modos como enxergamos e nos relacionamos com a natureza séo frutos
do momento histérico em que vivemos. [...] Com isso, vemos que é na
cultura, nesse espaco de circulacdo e de compartiihamento de significados,
que vamos aprendendo a lidar com a natureza e, também, vamos
estabelecendo nosso lugar no mundo, ou seja, sabendo quem nds nos
tornamos dia-a-dia. (GUIMARAES, 2001, p. 33)

A geometria dos fractais pode ser usada para apresentar diversos fenbmenos

na natureza, onde ndo pode ser utilizada a geometria habitual.

Conforme fala Stewart (1996), as formas encontradas nos animais e plantas
chamam ao cuidado de muitos estudiosos em matematicos, por exemplo, muitas
conchas formam espirais, as estrelas do mar possuem um conjunto harménico de
bracos, alguns virus adotam contornos geomeétricos regulares. Mas além dos
exemplares de forma, existem as amostras de movimento, como o caminhar
humano, os pés tocam a terra nhum compasso regular, esquerda - direita, ou a
sidewinder, uma cobra do deserto que se agita como uma espiral de uma mola
helicoidal, arremessando seu corpo para frente em configuracdo de curvas

minimizando sua relagéo com a areia quente.



Porém, a harmonia da natureza é muitas vezes imperfeita, permanecendo
outra casta de padrdes naturais, e tais padrées existem onde discorriamos que tudo
era acidental e sem forma, estes moldes sdo chamados de fractais.

Os fractais podem ser encontrados em todo o universo natural e em toda a
ciéncia, desde o aspecto das nuvens, montanhas, arvores e relampagos,

até a distribuicdo das galaxias, assim como na arte e na matematica
(SANTOS, 2004, p. 45).

Para que possamos notar os fractais que fazem parte da natureza e que
estdo a nossa volta, basta olharmos as nuvens, as montanhas, 0S rios e seus

afluentes, os sistemas de vasos sanguineos, etc.

Figura 10: Planificacdo de um vaso sanguineo

Objetos da natureza, como arvores, plantas e montanhas, tem caracteristicas
fractais. Desse modo, montanhas e samambaias sdo fractais que fazem parte da
natureza e que podem ser exemplos em computadores que usam algoritmos
circulares. Este predicado de reprodutividade esta claro nestes exemplos, pois hum
galho de uma arvore ou na folhagem de uma samambaia pode ser observada uma

copia fiel em miniatura do todo. Nao semelhante, porém similar na estrutura.

Figura 11: Folha de uma samambaia e Pulm&o Humano



Deste modo, citaremos ainda outros exemplos de objetos da natureza com

caracteristicas fractais que sao, os brécolis e as bordas maritimas.

Figura 12: Foto de um brocolis romanesco.

Ao observamos a natureza, percebemos a existéncia de inUmeros exemplos
de objetos, como a couve-flor: quando se analisa um “ramo” verifica-se que este é

semelhante a couve-flor original.

Figura 13: Imagem de um brécolis comparando com o seu ramo

Para os bidlogos, essa nova forma de estudar matematica vem colaborar
para a compreensdo do crescimento das plantas. Para os fisicos, vem possibilitar o
estudo de niveis sem forma definidas, ou seja, irregulares. Para os médicos, vem
contribuir para que o mesmo venha ter uma nova visdo da anatomia interna do

corpo.



Assim sendo, ndo faltam exemplos. Um dos mais belos é o uso dos fractais
na arte. Quando os computadores sdo alimentados com equacgdes, criam magnificos

desenhos abstratos.

Figura 14: imagens de Fractais artisticos gerados por computador

Estas imagens fractais geradas por computadores, sdo resultados de
iteracOes, feitas de forma repetitiva que possibilitam a quem os observam imagens

de grande beleza.

Deste modo, podemos assim afirmar que os componentes encontrados na
natureza nao sao genuinamente fractais, pois ndo séo tdo complexos. Estes objetos
naturais exibem uma estrutura analoga ao fractal, porém com um arcabouco de

tamanho limitado.

Nesta figura a seguir podemos observar em diferentes ampliacdes, a
confusdo desta planta. Esta planta apresenta a caracteristica de auto semelhanca,
gue € uma particularidade dos fractais. Estas particularidades sugerem uma ligacao

entre os fractais e a natureza.

Figura 15: Imagem de uma folha samambaia



Esta geometria fractal vem se propondo a se propde a adequar superficies
complexas e irregulares como a copa de uma arvore, ou seja, toda vez que
acrescemos a precisao das medidas vao surgindo novamente detalhes e curvas que
vem ser de um valor muito grande para os animais. Cada arvore dessas pode ser
considerada como um abrigo para 0s animais que querem se proteger do vento e

dos que os podem prender.

Figura 16: Imagem de &rvore que serve de abrigo para diferentes animais

Iremos direcionar, precisamente, nossa visao para o mundo fisico que nos
cerca, ja que estamos estudando a Geometria Fractal, que € um modo de se
representar a realidade fisica como o0 estudioso nesta area Capra (2006, p. 118)
explicou “que a geometria fractal lida com um aspecto da natureza do qual quase
todos tém estado cientes, mas que ninguém foi capaz de descrever em termos
matematicos formais”.

De um modo bem amplo, as formas geométricas da natureza precisam de
uma elocucdo mais adaptada para descrevé-las, as simetrias das formas da

natureza sao excecdes, como nos lembra Mandelbrot:

A maior parte da natureza é muito, muito complicada.

Como se poderia descrever uma nuvem? Uma nuvem ndo é uma esfera.
. E como uma bola, porém muito irregular. Uma montanha? Uma

montanha ndo € um cone. ... Se vocé quer falar de nuvens, de

montanhas, de rios, de relampagos, a linguagem geométrica aprendida

na escola é inadequada. (apud Capra, 2006, p. 118).



Como ressaltam os PCN’s

Os conceitos geométricos constituem parte importante do curriculo de
Matematica no ensino fundamental, porque, por meio deles, o aluno
desenvolve um tipo especial de pensamento que lhe permite
compreender, descrever e representar, de forma organizada, o mundo
em que vive. (BRASIL, 1998, p.51)

E, além disso:

“é fundamental que os estudos do espaco e forma sejam explorados a
partir de objetos do mundo fisico, de obras de arte, pinturas, desenhos,
esculturas e artesanato, de modo que permita ao aluno estabelecer
conexbes entre a Mateméatica e outras areas do conhecimento”.
(BRASIL, 1998, p.51)

Assim, notamos 0 quanto a matematica é vital no desenvolvimento do modo
de pensar do aluno, percebendo através da geometria fractal que existem
fendmenos que o cercam no mundo em que vive e que ndo podem ser descritos
pela geometria tradicional.

Figura 17 — Fenbmenos que acontecem na natureza

E importante lembrar que em nosso dia-a-dia, a aplicagdo do conceito de
fractal em problemas que estdo dentro da realidade do educando, se amplia por um
vasto campo interdisciplinar como: Biologia, Geografia, Medicina, Musica, Economia,
Industria Cinematografica, Andlise de Imagens por Satélite, Meteorologia, Geologia
e outros. Para os biélogos, vem ajuda-los a compreender o crescimento das
plantas. Para os médicos da-lhes uma visdo mais abrangente da anatomia interna

do corpo. Para os fisicos, possibilita o estudo de superficies cadticas. Enfim néo



faltam exemplos. Um dos mais belos e, sem duvida o mais colorido € o uso dos
fractais na arte. Quando os computadores sao alimentados com equacgdes eles
criam magnificos desenhos abstratos. (OLIVEIRA, 1994).

Figura 18: Arte Fractal - Detalhes da exposi¢do de Arte dos Fractais em computadores.

Desse modo, os fractais tém sido usados para descrever muitos aspectos da
natureza. Biologos fazem uso dos Fractais para investigar a influéncia da superficie
irregular de proteinas nas iteracdes moleculares, os matematicos fazem montagem
de modelos de crescimento demograficos. Eles, os fractais, também podem ser
usados na composicdo de mudsicas, compactacdo de imagens. Sao utilizados
também em aplicacbes paralelas como benchmarks, criptografia, codificacdo e
decodificacdo de &udio e video, entre muitas outras aplicacdes. As dimensdes
fractais tém sido usadas em geotecnologia, na classificacdo de imagens e estudo de

paisagens, bem como em modelagens tridimensionais.



Figuras 19: Fractais utilizados na tecnologia e na modelagem 3D.

Portanto, Fractais sdo formas diferentes de ver a geometria do mundo e
organizar coisas antigas, pois direta ou indiretamente o0 homem e suas criacdes
terminam sempre em alguma coisa ja existente na natureza, neste caso, os fractais
como dizia Benoit Mandelbrot: “A Geometria dos Fractais ndo é apenas um capitulo
da Matematica, mas também uma forma de ajudar os Homens a verem 0 mesmo

velho Mundo diferentemente”.

Assim, podemos concluir com precisao que trabalhar com fractais é e sera de
grande utilidade para aqueles que querem fazer a diferenca no ensino-
aprendizagem, pois se utilizando corretamente podera vir a ser de grande ajuda para
varias areas do conhecimento, possibilitando metodologias altamente eficazes, no
ensino sem falar no grau de opc¢fes que se tem para usa-lo no cotidiano, pois

envolve a natureza em todos 0s sentidos, inclusive nos fendmenos naturais.

4.1 — Exemplos de aplicacdes Fractais em diversos campos do conhecimento

Na genética podemos perceber a presenca dos fractais no crescimento
humano, pois tal crescimento ndo se da de maneira que possa ser explicado pela
geometria tradicional, pois desde o nascimento até a idade adulta cada parte do
corpo humano cresce com fatores de escalas distintas, pois se medirmos o tamanho
de uma perna ou de qualquer outro membro de um determinado individuo em varias
idades, observamos que o0 crescimento humano nao ocorre mantendo a

proporcionalidade na medida em que a altura vai aumentando.



A incorporacdo de novas tendéncias de mercado em vérias areas do
comércio de servicos e produtos ainda gera discussfes entre geometria plana e
geometria fractal, entretanto, alguns arquitetos j& comecam a sair na frente
utilizando-se de novos conceitos e da geometria fractal, procurando incorpora-los em
suas obras. A utlizacdo da geometria fractal gera inlUmeras possibilidades e
resultados inesperados e interessantes, mesmo que ainda seja em niveis

experimentais.

Figura 20: Torre Absolute Mississauga, Rojkind Arguitectos. Projeto finalista do concurso Your

Absolute.

No campo da medicina podemos destacar o uso de imagens (tomografias,
ressonancias magneticas, raios X,...) para a determinacao de diagnésticos. Embora
tenha ocorrido um aprimoramento destas técnicas com a evolucao tecnolégica dos
equipamentos, o papel do médico ainda permanece o mesmo como intérprete final
deste método. Buscando um aprimoramento também na interpretacdo dessas
imagens, é gue alguns pesquisadores buscam auxilio na geometria fractal como
meio de interpretacdo de formas irregulares encontradas em imagens de anatomia
patolégica, dada a complexidade de suas estruturas tanto em pessoas saudaveis

guanto nos processos patolégicos.


http://www.rojkindarquitectos.com/
http://www.yourabsolute.com/index.htm
http://www.yourabsolute.com/index.htm

CONCLUSAO

Neste trabalho mostramos uma proposta de exploracdo da geometria dos
fractais através dos célculos de alguns de seus elementos como 0 numero de
elementos que compdes o fractal em determinada etapa de sua construcdo, calculo
da area da regido fractal, dimensdo entre outros. Esta abordagem mostra-se
apropriada para exploracdo de conceitos e propriedades da geometria que sao
vistos no ensino meédio e fundamental.

O tema é bastante atual e amplo, e sua exploracdo permite tornar a aula de
matematica um espaco propicio para aprendizagem, unindo o0 concreto com a
abordagem de conceitos matematicos. E possivel ainda investigar, a partir de alguns
conceitos da matematica tradicional, conceitos mais elaborados que podem vir a
servir como introducéo para conteudos futuros, como seéries e limites.

Nas varias etapas de desenvolvimento deste trabalho pudemos observar:

e As caracteristicas que definem um conjunto fractal, como por exemplo, a

auto similaridade e a complexidade infinita;

e A generalizacdo das leis de crescimento que envolve os fractais ao longo

das iteracOes e do crescimento ou decrescimento de das areas;

e A nocao de limite de uma funcéo.

Acreditamos que a abordagem proposta aproxima 0s conceitos matematicos
da realidade apresentando clareza na construcdo de conceitos fractais,
estabelecendo novas reflexdes e relacdes com a matematica, a partir da observacéo
do comportamento de conjuntos fractais. Desta forma, mesmo conceitos muito
distantes da realidade e de compreensdao complexa, como as séries e limites,
tornam-se concretos durante esta exploracao.

Além de tudo percebemos a uma presenca da matematica cada vez maior no
meio em gue vivemos, pois a geometria fractal vem nos mostrar a presenca da

matematica em locais que jamais pensamos ter a presenca da matematica.
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