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1) Introducao

Inequacdo-quociente, como o proprio nome sugere, é aquela expressa pelo quociente de

duas funcdes. S&o, entdo, inequacgbes do tipo : UGBS 0, @ - 0, 1D > 0 ou L% < 0. Ou entdo
g(x) g(x) g(x) g(x)
aguelas que podem ser reduzidas a uma destes quatro tipos.

Na primeira série do ensino médio, estas inequacdes sédo apresentadas aos estudantes com
o envolvimento de fun¢Bes polinomiais simples, ou seja, f e g sdo, geralmente, fungdes afins ou
quadraticas.

O método abordado pela maioria dos livros didaticos para a resolugdo delas envolve o
estudo de sinais das fungbes envolvidas, com posterior confec¢cdo de um quadro de sinais, onde
serd analisado o sinal do quociente, com a afirmag¢éo da solu¢éo do problema.

Minha experiéncia em sala de aula me fez deparar, vérias vezes, com a seguinte indagacao
de meus alunos : “Por qué ndo posso, simplesmente, multiplicar ambos 0s membros da
desigualdade por g(x) e eliminar o denominador?”

A resposta a esta questdo é simples : Por que nem sempre podemos garantir que o
denominador é positivo para todos os valores de x! Uma propriedade importante dos nimeros reais
nos diz que, ao multiplicar ambos os membros de uma desigualdade por nimero real negativo,
devemos inverté-la. Desse modo, podemos até adotar o procedimento proposto, mas tomando o
cuidado de “separar” os casos em que g(x) € positiva dos casos em que € negativa.

Neste artigo, vamos resolver uma inequacgdo-quociente por dois métodos. O primeiro
consiste em confeccionar o quadro de sinais, como é feito em materiais didaticos comuns. O
segundo, serd analisando o sinal da funcdo-denominador e separando os casos em que ela é
positiva ou negativa. O objetivo é tirar davidas e mostrar os dois métodos a professores e alunos da
educacéo bésica.

x%+2x-18

Tomaremos, como exemplo, a inequagéo < 5, que deve ser resolvida tendo como

x—4
universo o conjunto dos nimeros reais.

2) Primeiro Método : Quadro de Sinais

Primeiramente, devemos “passar” o 5 ao primeiro membro, para que a inequagéo fique de
uma das quatro formas mostradas acima :

x?+2x—18 x?+2x—18 (x24+2x—18) —5(x — 4)
<5- —-5<0- <0-
x—4 x—4 x—4
x%2+2x—18—-5x+20 x2—=3x+2
- <0- <0
x—4 x—4

Vemos que a inequagdo é do quarto tipo mostrado acima, com f(x) =x?—-3x+2 e
g(x) = x — 4. O que queremos é analisar o sinal das duas fun¢des e verificar para quais valores de
X 0 quociente das duas é negativo ou zero.
A primeira fungéo (f (x) = x? — 3x + 2) é quadratica. Suas raizes séo :
—(-3)+(-3)2—-4x1x2 3+1
x= 2% 1 T2
O grafico € uma pardbola com concavidade para cima. Seu esboco esté a seguir :
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Podemos observar que a fungdo f(x) é POSITIVA para x < 1 oux > 2, NEGATIVA para
l1<x<2eNULAparax =1oux=2.

Jé& a funcdo g(x) = x — 4 é afim. Seu gréfico é uma reta crescente que tem x = 4 como raiz
e cujo esbogo é :
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Vemos que g(x) € POSITIVA para x > 4, NEGATIVA para x < 4 e NULA para x = 4.

O quadro de sinais coloca as informagfGes dos sinais das duas funcdes e nos permite
analisar o sinal do quociente delas :

1 2 4
T R R o+
o - L+ - o+

O quadro nos mostra que 0 quociente é negativo para os valores de x “antes” do 1 e para
os valores de x entre 2 e 4. O numerador (funcdo f) € NULO em x =1 e x = 2. Como a inequagéo
pede os valores de x em que o quociente € menor ou igual a zero, temos que estes dois valores
entram na solucdo. Ja x = 4 ndo serd solucdo, pois, neste caso, o denominador sera nulo, o que
ndo pode ocorrer. Desse modo, vemos que o solucao da inequacgéo sera :

S={xeR/x<1loul2<x<4}

3) Segundo Método : Analise da Fungcao-denominador

J& analisamos o sinal da funcdo g(x) e vimos que ela é POSITIVA para x > 4,
NEGATIVA para x < 4 e NULA para x = 4. Vamos, entdo, separar a resolucéo da inequagédo em
casos.

Primeiro Caso : x > 4. Nesse caso, temos que g(x) = x — 4 é positiva. Podemos, entéo,
multiplicar ambos os membros da desigualdade por (x — 4) sem inverté-la, e teremos :

x?+2x—18

x—4

Jé fizemos o estudo desta func¢éo e vimos que ela € menor ou igual a zero para 1 < x < 2.
Porém, a solucdo encontrada s6 seria valida se estivesse na regido da reta em que x > 4. Logo,
para achar a solucéo neste intervalo, devemos fazer a INTERSECAO da solu¢éo encontrada com a
regido da reta em que ela seria valida. Como nao hé intersecdo entre os intervalos x >4el1<x <
2, concluimos que a inequagdo ndo possui nenhuma solugdo maior que 4.

X(x—4)<5(x—-4)>x?+2x—-18<5x—-20->x2—-3x+2<0

Segundo Caso : x < 4. Neste caso, devemos inverter a desigualdade ao multiplicar
ambos os membros por g(x), pois a fungcéo sera negativa neste intervalo. Assim :
x?>+2x—18

7 X(x—4)=>5(x—4)>x?+2x—-18=>5x—20->x2—-3x+2=>0



A solugéo da inequacéo acima é x < 1 ou x = 2. Mas s0 séo vélidas as solu¢des obtidas
menores que 4. Fazendo a INTERSECAO com o intervalo x < 4, obtemos x < 1ou 2 < x < 4.

Terceiro Caso : x = 4. Este niumero ndo é solucédo da inequacao, pois faz com que o
denominador se anule.

A solucdo geral da inequagdo é obtida UNINDO-SE as solugdes encontradas nos trés
casos. Logo: S ={x € R/x < 1ou?2 < x <4}, como obtido na resolucdo anterior.

z . ~ 2x—-1
Vamos resolver por este método a inequagéo % > 4.

. . 2 . , . ..
Primeiro Caso : x > - Neste caso, o denominador é positivo e podemos multiplicar

ambos 0os membros da desigualdade por (5x + 2) sem inverté-la :
2x—1
5x+2

>4-52x—1>40Gx+2)>2x—-1>20x+8—->—-18x>9 -

1
—>18x<—9—>x<—§

~ s~ JST ~ 1
Porém, s6 séo véalidos como solucdo os valores de x < —7 que se encontram dentro do

. 2 . ~ . 2 . ~ - ~ . 2
intervalo x > -z A intersecéo dos dois intervalos é vazia. Logo, ndo ha solu¢des maiores que -

Segundo Caso : x < —g. Neste caso, o denominador é negativo e a desigualdade deve

ser invertida ao se multiplicar ambos os membros por (5x + 2) :
2x—1
5x + 2

>4-52x—1<4(5Bx+2)>2x—-1<20x+8->-18x<9 -

1
—>18x>—9—>x>—§

. ~ . . .~ . 2
A intersecéo do intervalo obtido com a condicao do segundo caso é : —% <x<-%

. 2 ~ ~ . .
Terceiro Caso : x = —_. Este valor néo é solugéo, pois anula o denominador.

i~ ~ . A . 1 2
A unido das solugbes obtidas nos trés casos forma o conjunto S = {x € R/_E <x< —g},
gue é a solucao geral da inequagéo.

4) Comentarios

Os dois métodos de solucdo de uma inequacdo-produto podem ser apresentados e
trabalhados com os alunos do ensino médio. O primeiro é apresentado nos livros didaticos. O
segundo pode ser dirigido sob forma de trabalho ou seminario, para que os préprios alunos
apresentem-no e discutam-no, sempre com a orientagdo do professor. O segundo método instiga os

estudantes a terem uma postura mais critica em relagdo a matematica, ndo apenas repetindo
procedimentos mecanicos, mas indagando em que circunstancias eles sao validos.



